
http://journal.beu.edu.az

Journal of 
Baku 
Engineering 
University

2022

Volume 6 
Number 2

A n  I n t e r n a t i o n a l  J o u r n a l

Journal  is  published  twice  a  year
Number - 1. June,  Number - 2. December

 
COMPUTER SCIENCE 
MATHEMATICS AND

ISSN 2521-635X



FOUNDER  

Havar Mammadov 

EDITOR-IN-CHIEF  

Hamzaga Orucov 

CO-EDITORS 

Agasi Melikov 

EDITORIAL ADVISORY BOARD 

Abzeddin Adamov (Azerbaijan, ADA) 

Agil Khanmamedov (Azerbaijan, Baku State University) 

Alekber Aliyev (Azerbaijan, Baku State University) 

Araz Aliyev (Azerbaijan, Azerbaijan State Oil and Industry 

University is a tertiary education institution in Baku,)   

Gorbachuk Valentina Ivanovna (Ukraina, Academy of Science) 

Hamdulla Aslanov (Azerbaijan, Akademy of Science) 

Ibrahim Nebiyev (Azerbaijan, Baku State University) 

Rakib Efendiyev (Azerbaijan, Baku State University) 

Sosnin Petr Ivanovich                                                                                  

(Russia,Ulyanovsk State Technical University) 

INTERNATIONAL ADVISORY BOARD 

Abdeljalil Nachaoui (France, Nantes University) 

Barış Erbaş (Anadolu University, Turkey) 

Che Soong Kim (Koreya, Sangji University) 

Chakib Abdelkrim (Morocco, Beni Mellal University) 

Elshad Eyvazov (Azerbaijan, Baku State University) 

Ekber Eliyev (Azerbaijan, National Academy of Science) 

Garib Murshudov (York Academy,UK, London) 

Golovko Vladimir Adamovich (Belarus, Brest State Universiteti) 

Hamed Sari-Sarraf  (USA,TexasTechnik University) 

Hari Srivastava (Canada,Victoria,) 

Hidayyat Guseynov (Azerbaijan, Baku State University) 

Jauberteau Francois (France,Nantes University) 

Kamil Mansimov (Azerbaijan, Baku State University) 

Ludmila Prikazchikova (Keele University, England) 

Mourad Nachaoui (France,Nantes University ) 

Rasim Alikuliyev (Azerbaijan, National Academy of Science) 

Tarasenko Vladimir Petroviсh                                             

(National Technical University of Ukraine) 

Telman Aliyev (Azerbaijan, National Academy of Science) 

Telman Malikov (Azerbaijan, National Academy of Science) 

Vedat Coşkun (Turkiye,Işık University) 

Vladimir B. Vasilyev (Russia, Lipetsk State Technical University) 

Sabir Mirzayev (Azerbaijan, Baku State University) 

Dimkov Mikhail Pakhomovich                                                       

(Belarus State Economic University) 

Arquchintsev Alexander Valeryevich, (Irkutsk State University) 

EXECUTIVE EDITORS 

Shafag Alizade 

ASSISTANT EDITORS 

Svetlana Denmuhammedovna 

DESIGN   

Ilham Aliyev 

CONTACT ADDRESS  

 Journal of Baku Engineering University  

AZ0102, Khirdalan city, Hasan Aliyev str. 120, Absheron, Baku, Azerbaijan 

Tel: 00 994 12 - 349 99 95 Fax: 00 994 12 349-99-90/91 

e-mail:  journal@beu.edu.az 

web: http://journal.qu.edu.az 
facebook:  Journal Of Baku Engineering University 

 

Copyright © Baku Engineering University 

 

ISSN 2521-635X 



 

ISSN 2521-635X 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Journal of  

Baku Engineering 

University 
 

MATHEMATICS AND 

COMPUTER SCIENCE 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Baku - AZERBAIJAN 
 



 

Journal of Baku Engineering University 

MATHEMATICS AND COMPUTER SCIENCE 

2022. Volume 6, Number 2 

CONTENTS 

BİR ÇOXNÖQTƏLİ KEYFİYYƏT MEYARLİ OPTİMAL   İDARƏETMƏ                             

MƏSƏLƏSİNDƏ PONTRYAGİNİN MAKSİMUM PRİNSIPİ TİPLİ ZƏRURİ ŞƏRT 

Vəfa Rzayeva  69 

 

THE MIXED PROBLEM FOR ONE-CLASS NONLINEAR                                                              

DISSIPATIVE TIMOSHENKO SYSTEM 

Ferhadova Yeter  75 

 

VIBRATIONS OF REINFORCED INHOMOGENEOUS,  WEAKENED                                     

CYLINDRICAL PANELS IN CONTACT WITH A VISCOELASTIC MEDIUM 

Latifov F.S., Movsumova A.H.  84 

 

HİLBERT FƏZASINDA İKİNCİ TƏRTİB OPERATOR-DİFERENSİAL                                              

TƏNLİK ÜÇÜN SONLU PARCADA BİR SƏRHƏD MƏSƏLƏSİNİN                                            

MƏXSUSİ ƏDƏDLƏRİNİN TƏDQİQİ 

R.F. Hətəmova  92 

 

İKİ ÖLÇÜLÜ VOLTERRA TİP İNTEQRAL TƏNLİKLƏR SİSTEMİ İLƏ                                             

TƏSVİR OLUNAN OPTIMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ OPTİMALLIQ                                      

ÜÇÜN BİRİNCİ VƏ İKİNCİ TƏRTİB ZƏRURİ ŞƏRTLƏR VƏ KLASSİK                                            

MƏNADA MƏXSUSİ İDARƏLƏRİN OPTİMALLIĞI HAQQINDA 

Vəfa Rzayeva  97 

 

 



JOURNAL OF BAKU ENGINEERING UNIVERSITY- MATHEMATICS AND COMPUTER SCIENCE 

2022. Volume 6, Number 2   Pages 69-74 

69 

 
 
UOT 519.3 

BİR ÇOXNÖQTƏLİ KEYFİYYƏT MEYARLİ OPTİMAL   

İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ PONTRYAGİNİN                    

MAKSİMUM PRİNSIPİ TİPLİ ZƏRURİ ŞƏRT 

VƏFA RZAYEVA 

Sumqayıt Dövlət Universiteti,  

Sumqaylt, Azərbaycan 

vefa.asgerova77@mail.ru 

XÜLASƏ 

Məqalədə iki ölçülü Volterra tip inteqral tənliklər sistemi və çoxnöqtəli funksional ilə təsvir olunan bir 

optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Funksionalın artım düsturu qurulur. Mümükün idarənin xüsusi artımı 

vasitəsilə qurulmuş artım düsturu tədqiq edilir və optimallıq üçün Pontryaginin maksimum prinsipinin analoqu 

şəklində zəruri şərt alınır. 

Açar sözlər: interqal tənlik, çoxnöqtəli funksional, mümkün idarə, optimallıq üçün zəruri şərt, Pontryaginin 

maksimum prinsipi. 

НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ ОПТИМАЛЬНОСТИ ТИПА ПРИНЦИПА МАКСИМУМА ПОНТРЯГИНА 

В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ С МНОГОТОЧЕЧНЫМ КРИТЕРИЕМ 

КАЧЕСТВА 

РЕЗЮМЕ 

В статье рассматривается одна задача оптимального управления, описываемая двумерным интеграль-

ным уравнением типа Вольтерра и многоточечным функционалом. Строится формула приращения функ-

ционала. С помощью специального приращения допустимого управления исследуется построенная фор-

мула приращения и в форме аналога принципа максимума Понтрягина доказывается необходимое усло-

вие оптимальности. 

Ключевые слова: интегральное уравнение, многоточечный функционал, допустимое управление, 

необходимое условие оптимальности, принцип максимума Понтрягина. 

A NECESSARY OPTIMALITY CONDITION OF THE PONTRYAGIN'S MAXIMUM PRINCIPLE TYPE 

IN AN OPTIMAL CONTROL PROBLEM WITH A MULTIPOINT PERFORMANCE CRITERION 

ABSTRACT 

The paper considers one optimal control problem described by a two-dimensional Volterra type integral 

equation with a multipoint functional. A formula for the increment of the functional is developed. With the help 

of a special increment of the admissible control, the constructed formula increations is studied and, in the form of 

an analogue of the Pontryagin's maximum principle, the necessary optimality condition is proved. 

Keywords: integral equation, multipoint functional, admissible control, necessary optimality condition, 

Pontryagin's maximum principle. 

 

Giriş. Bir çox proseslər müxtəlif tip inteqro-diferensial və inteqral tənliklərlə təsvir olu-

nurlar (bax məsələn, [1-5]). 

İnteqral tənliklərlə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələlərinin tədqiqi diferensial 

tənliklərlə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələlərinin tədqiqinə nisbətən daha mürəkkəb 

məsələdir. 
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Əvvəllər [3, 5] və sair işlərdə Volterra tip inteqral tənliklərlə təsvir olunan optimal 

idarəetmə məsələlərinin keyfiyyət nəzəriyyəsi müəyyən qədər tədqiq edilmişdir.  

Bu işdə iki ölçülü Volterra tip inteqral tənliklər sistemi və çoxnöqtəli Bolsa tipli ketfiyyət 

meyarı ilə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. 

Baxılan məsələdə təbii hamarlıq şərtləri daxilində optimallıq üçün Pontryaginin 

maksimum prinsipinin (bax məsələn, [6]) analoqu şəklində zəruri şərt isbat edilmişdir. 

1.Məsələnin qoyuluşu. Tutaq ki, 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 verilmiş, boş olmayan və məhdud çoxluqdur, 

𝑢(𝑡, 𝑥) − 𝑟-ölçülü hissə-hissə kəsilməz (sonlu sayda birinci növ kəsilmə xəttinə malik) 

idarəedici vektor-funksiya (bax məsələn, [7]), 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧, 𝑢) − verilmiş, arqumentlərinin 

küllüsünə nəzərən z-ə görə xüsusi törəməsi ilə birlikdə kəsilməz n-ölçülü vektor-funksiya, 

𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢) − verilmiş, arqumentlərinin küllüsünə nəzərən z-ə görə xüsusi törəməsi ilə 

birlikdə kəsilməz skalyar funksiya, 𝐷 = [𝑡0, 𝑡1] × [𝑥0, 𝑥1] verilmiş düzbucaqlı, (𝑇𝑖, 𝑋𝑖), 𝑖 =

1, 𝑘 (𝑡0 < 𝑇1 < 𝑇2 <. . . < 𝑇𝑘 ≤ 𝑡1 ; 𝑥0 <𝑋1 < 𝑋2 <. . . < 𝑋𝑘 ≤ 𝑥1) − verilmiş nöqtələr, 

𝜑(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) − isə verilmiş kəsilməz-diferensiallanan skalyar funksiyadır.  

𝐽(𝑢) = 𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘)) + 

+∫ ∫ 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

                                    (1) 

Bolsa tipli funksionalın 

𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝑑𝑠𝑑𝜏
𝑥

𝑥0

,
𝑡

𝑡0

                  (2) 

𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷                                   (3) 

məhdudiyyətləri daxilində minimumunun tapılması məsələsinə baxaq. 

Məqsədimiz optimallıq üçün zəruri şərt tapmaqdır. 

2. Funksionalın artım düsturu. Tutaq ki, (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥)) və (�̄�(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛥𝑢(𝑡, 𝑥), 

�̄�(𝑡, 𝑥) = 𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)) iki mümkün prosesdirlər. Onda funskionalın bu proseslərə cavab 

verən artımını 

𝛥𝐽(𝑢) = 𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) + 

+∫ ∫ [𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥)) − 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

                   (4) 

şəklində yaza bilərik. 

Aydındır ki, 𝛥𝑧(𝑡, 𝑥) 

𝛥𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ [𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧̅(𝜏, 𝑠), �̅�(𝜏, 𝑠))
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))]𝑑𝑠𝑑𝜏           (5) 

tənliyinin həlli olar. 

Bu eyniyiliyin hər iki tərəfini soldan skalyar olaraq hələlik naməlum olan 𝜓(𝑡, 𝑥) vektor-

funksiyasına vuraq. Fubini teoremindən istifadə edərək alarıq ki,  
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∫ ∫ 𝜓′(𝑡, 𝑥)𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

= ∫ ∫ [∫ ∫ 𝜓′(𝜏, 𝑠)[𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑡, 𝑥, �̄�(𝑡, 𝑥), �̄�(𝑡, 𝑥))
𝑥1

𝑥

𝑡1

𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

−𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑠𝑑𝜏]𝑑𝑥𝑑𝑡.                                   (6) 

Bu (6) eyniliyinindən istifadə etməklə (4) artım düsturundan alarıq ki,   

𝛥𝐽(𝑢) = 𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 

−𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) + 

+∫ ∫ [𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥)) − 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+∫ ∫ 𝜓′(𝑡, 𝑥)𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

−∫ ∫ [∫ ∫ 𝜓′(𝜏, 𝑠)[𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑡, 𝑥, �̄�(𝑡, 𝑥), �̄�(𝑡, 𝑥)) −
𝑥1

𝑥

𝑡1

𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

−𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑠𝑑𝜏]𝑑𝑥𝑑𝑡                                            (7) 

Teylor düsturunu tətbiq etməklə alırıq ki, 

𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) = 

=∑𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

𝜕𝜑′(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖
𝛥𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖) + 𝜊1 (∑‖𝛥𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

).  (8) 

Burada 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥) [𝑡0, 𝑇𝑖] × [𝑥0, 𝑋𝑖] düzbucaqlısının xarakteristik funksiyasıdır. 

Yuxarıda verilmiş (5) düsturundan alırıq ki,  

𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) = ∫ ∫ 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)[𝑓(𝑇𝑖, 𝑋𝑖, 𝑡, 𝑥, �̄�(𝑡, 𝑥), �̄�(𝑡, 𝑥)) −
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

−𝑓(𝑇𝑖, 𝑋𝑖 , 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑥𝑑𝑡.                                                    (9) 

Bu (8) və (9) bərabərliklərini nəzərə almaqla funksionalın (2.2.7) artım düsturunu 

aşağıdakı şəkildə yaza bilərik 

𝛥𝐽(𝑢) = ∫ ∫ ∑𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

𝜕𝜑′(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× [𝑓(𝑇𝑖, 𝑋𝑖 , 𝑡, 𝑥, �̄�(𝑡, 𝑥), �̄�(𝑡, 𝑥))−𝑓(𝑇𝑖, 𝑋𝑖 , 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+∫ ∫ 𝜓′(𝑡, 𝑥)𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

−∫ ∫ [∫ ∫ 𝜓′(𝜏, 𝑠)[𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑡, 𝑥, �̄�(𝑡, 𝑥), �̄�(𝑡, 𝑥)) −
𝑥1

𝑥

𝑡1

𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

−𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑠𝑑𝜏]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝜊1 (∑‖𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+∫ ∫ [𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥)) − 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

.     (10) 
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𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥)) = 

= −∑𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

𝜕𝜑′(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖
× 

× 𝑓(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖, 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥)) − 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥)) + 

+∫ ∫ 𝜓′(𝜏, 𝑠)𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑠𝑑𝜏
𝑥1

𝑥

𝑡1

𝑡

 

şəklində Hamilton-Pontryagin funskiyasının analoqunu daxil edək. 

Bu işarələməni nəzərə alsaq (10) artım düsturunu  

𝛥𝐽(𝑢) = −∫ ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+∫ ∫ 𝜓′(𝑡, 𝑥)𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 𝜊1 (∑‖𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

)                              (11) 

şəkildə yaza bilərik.  

Teylor düsturuna əsasən yaza bilərik ki, 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧̅, �̅�, 𝜓) − 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢, 𝜓) = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, �̅�, 𝜓) − 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢, 𝜓) + 

+(𝐻𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧, �̅�, 𝜓) − 𝐻𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢, 𝜓))
′
∆𝑧 + 𝐻𝑧

′(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢, 𝜓)∆𝑧 + 𝜊2(‖𝛥𝑧‖). 

Bu ayryrılışı (11) düsturunda nəzərə alsaq və fərz etsək ki, 𝜓(𝑡, 𝑥) vektor-funksiyası  

𝜓(𝑡, 𝑥) = 𝐻𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥)) 

tənliyinin həllidir, görərik ki, 

𝛥𝐽(𝑢) = −∫ ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑥𝑑𝑡 − ∫ ∫ [𝐻𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))]
′
𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

−∫ ∫ 𝜊2(‖𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 𝜊1 (∑‖𝛥𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

).                         (12) 

Daha sonra Qronuoll-Vendroff lemmasından istifadə edərək (bax məsələn, [8]) [5] işinə 

analoji olaraq 

‖𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿1∫ ∫ ‖𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧̅(𝜏, 𝑠), �̅�(𝜏, 𝑠)) −
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

−𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))‖𝑑𝑠𝑑𝜏                                                     (13) 

qiymətlənməsi alınır. 
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Burada 𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 müəyyən bir sabitdir. 

3. Pontyaginin maksimum prinsipinin analoqu. Tutaq ki, (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) 

𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin ixtiyari kəsilməzlik nöqtəsi, 𝑣 ∈ 𝑈 − ixtiyari vektor, 휀 > 0 isə elə 

kafi qədər kiçik ixtiyari ədəddir ki, 𝜃 + 휀 < 𝑡1,  𝜉 + 휀 < 𝑥1 bərabərsizlikləri ödənilir. Onda 

𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin xüsusi artımını 

 𝛥𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) = {
𝑣 − 𝑢(𝑡, 𝑥),         (𝑡, 𝑥) ∈ [𝜃, 𝜃 + 휀) × [𝜉, 𝜉 + 휀),

0,                      (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷\[𝜃, 𝜃 + 휀) × [𝜉, 𝜉 + 휀),
        (14) 

düsturu ilə təyin edə bilərik. 

Daha sonra 𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥) ilə 𝑧(𝑡, 𝑥) vəziyyətinin 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin (14) düsturu ilə 

təyin olunmuş xüsusi artımına cavab verən xüsusi artımını işarə edək.  

Yuxarıda verilmiş (13) qiymətləndirməsindən alırıq ki,  

‖𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿2휀
2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷.                                                  (15) 

Burada 𝐿2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 müəyyən bir sabitdir. 

Bu qiymətləndirməni və (14) düsturunu (12) artım düsturunda nəzərə alaraq orta 

qiymət teoremindən istifadə edərək alarıq ki, 

𝐽(𝑢 + 𝛥𝑢𝜀) − 𝐽(𝑢) = −휀
2[𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑣, 𝜓(𝜃, 𝜉)) − 

−𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))] + 𝑜(휀2). 

Bu ayrılışdan alırıq ki, əgər 𝑢(𝑡, 𝑥) optimal idarədirsə, onda 

−휀2[𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑣, 𝜓(𝜃, 𝜉)) − 𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))] ≥ 0  

bərabərsizliyi ödənilir. 

Bu bərabərsizlikdən 휀-nun kafi qədər kiçik və ixtiyari müsbət ədəd olmasına görə 

𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑣, 𝜓(𝜃, 𝜉)) − 𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉)) ≤ 0 

bərabərsizliyi alınır. 

Teorem 1. Baxılan (1)-( 3) optimal idarəetmə məsələsində 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin 

optimal idarə olması üçün zəruri şərt 

max
𝑣∈𝑈

𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑣, 𝜓(𝜃, 𝜉)) = 𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))           (16) 

münasibətinin ixtiyari (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) üçün ödənməsidir. 

Beləliklə, baxılan məsələdə Pontryaginin maksimum prinsipinin (bax məsələn, [6]) 

analoqunu isbat etmiş olduq. 
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ABSTRACT 

In this article, we consider the Timoshenko system with nonlinear dissipation and nonlinear source function 

which describes the transverse vibrations of a beam. Our main concern in this paper is to study the well-

posedness of the mixed problem for one-class nonlinear dissipative Timoshenko system. The system coupled 

hyperbolic equations is supplemented by some initial and boundary conditions. Under suitable hypotheses, we 

show the existence of a global solution of the considered problem by modelling this problem as the Cauchy 

problem for an operator coefficient equation in a certain space. 

Keywords: Timoshenko system, mixed problem, beam, nonlinear source function, global solution 

СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНО                                                  

ДИССИПАТИВНОЙ СИСТЕМЫ ТИМОШЕНКО 

РЕЗЮМЕ 

В данной статье мы рассматриваем систему Тимошенко с нелинейной диссипацией и нелинейной 

функцией источника, которая описывает поперечные колебания балки. Нашей главной целью в этой 

статье является исследование корректности смешанной задачи для одного класса нелинейной 

диссипативной системы Тимошенко. Система связанных гиперболических уравнений дополняется 

некоторыми начальными и граничными условиями. При подходящих гипотезах мы показываем 

существование глобального решения рассматриваемой задачи, моделируя эту задачу как задачу Коши для 

операторно-коэффициентного уравнения в некотором пространстве. 

Ключевые слова: Система Тимошенко, смешанная задача, балка, нелинейная функция источника, 

глобальное решение 

BİR SİNİF QEYRİ-XƏTTİ DİSSİPATİV TİMOŞENKO SİSTEMİ ÜÇÜN QARIŞIQ MƏSƏLƏ 

XÜLASƏ 

Bu məqalədə, çubuğun eninə titrəmələrini təsvir edən qeyri-xətti dissipasiya və qeyri-xətti mənbə funksiyası 

olan Timoşenko sistemini nəzərdən keçiririk. Bu məqalədəki əsas məqsədimiz bir sinif qeyri-xətti dissipativ 

Timoşenko sistemi üçün qarışıq məsələnin yaxşı qoyuluşunu öyrənməkdir. Əlaqəli hiperbolik tənliklər sistemi 

başlanğıc və sərhəd şərtləri ilə tamamlanıb. Uyğun fərziyyələr altında biz bu problemi müəyyən bir fəzada 

operator-əmsal tənliyi üçün Koşi məsələsi kimi modelləşdirməklə qlobal həllinin mövcudluğunu göstəririk. 

Açar sözlər: Timoşenko sistemi, qarışıq məsələ, çubuq, qeyri-xətti mənbə funksiyası, qlobal həll 

 

Introduction 

Connecting beams are one of the most important components of civil and mechanical 

devices with various structures. For this reason, the study of beams is of particular 

importance and they are widely studied in the mechanics of materials. A widely used 

mathematical model to describe the transverse vibrations of beams is based on the 

Tymoshenko beam theory developed by Timoshenko in the 1920s. 
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In 1921, Timoshenko [1] gave the following system of coupled hyperbolic equations 

{
𝑝𝑢𝑡𝑡 = (𝐾(𝑢𝑥 − 𝜙))𝑥,

𝐼𝜌𝜙𝑡𝑡 = (𝐸𝐼𝜙𝑥)𝑥 + (𝑢𝑡 − 𝜙),

𝑖𝑛 (0, 𝐿) × 𝑅+ ,

 𝑖𝑛 (0, 𝐿) × 𝑅+,
 (0.1) 

together with boundary conditions of the form 

𝐸𝐼𝜙𝑥 |
𝑥 = 𝐿
𝑥 = 0

= 0 , (𝑢𝑥 − 𝜙) |
𝑥 = 𝐿
𝑥 = 0

= 0, 

as a simple model describing the transverse vibrations of a beam. Here 𝑡 denotes the time 

variable, 𝑥 is the space variable along the beam of length 𝐿, in its equilibrium configuration, 

𝑢 is the transverse displacement of the beam and 𝜙 is the rotation angle of the filament of the 

beam. The coefficients 𝜌, 𝐼𝜌, 𝐸, 𝐼 and 𝐾 are respectively the density (the mass per unit length), 

the polar moment of inertia of a cross section, Young’s modulus of elasticity, the moment of 

inertia of a cross section, and the shear modulus. 

Later, many studies were conducted for various generalizations of this mathematical 

model, and investigations in this field are still ongoing. 

In this paper, the Timoshenko system with nonlinear dissipation and nonlinear source 

function is studied and the existence of a global solution of the problem is shown. 

Statement of the problem and main result. 

In the paper, we consider the following mixed problem in the domain 

 𝑄 = [0,∞] × [0,1]: 

{
𝜌𝜙𝑡𝑡 − 𝐾(𝜙𝑥 − 𝜓)𝑥 + |𝜙𝑡|

𝑟𝑖−1𝜙𝑡 = 𝑓1(𝜙, 𝜓),

𝑙𝜌𝜓𝑡𝑡 − 𝐸𝐼𝜓𝑥𝑥 +𝐾(𝜙𝑥 − 𝜓) + |𝜓𝑡|
𝑟2−1𝜓𝑡 = 𝑓2(𝜙, 𝜓) (1) 

{
𝜙(𝑡, 0) = 𝜙(𝑡, 1) = 0,
𝜓(𝑡, 0) = 𝜓(𝑡, 1) = 0,

 (2) 

{
𝜙(0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), 𝜙𝑡(0, 𝑥) = 𝜙1(𝑥),

𝜓(0, 𝑥) = 𝜓0(𝑥), 𝜓𝑡(0, 𝑥) = 𝜓1(𝑥),
 (3) 

where 

i) 𝜌 > 0,𝐾 > 0, 𝑙𝜌 > 0, 𝐸 > 0, 𝐼 > 0, 𝑟1 ≥ 1, 𝑟2 ≥ 1 are constants, 

ii) 𝑓1(𝜙, 𝜓), 𝑓2(𝜙, 𝜓) are functions satisfying the local Lipschitz condition.  

To study the problem (1), (3), let’s define the following bilinear form in the Hilbert space 

for 𝑤𝑖 = (𝑣1
𝑖 , 𝑣2

𝑖 , 𝑣3
𝑖 , 𝑣4

𝑖), 𝑖 = 1,2 : 

⟨𝑤1, 𝑤2⟩ = 𝐾 ∫ (𝑣1𝑥
1 − 𝑣3

1)(𝑣1𝑥
2 − 𝑣3

2)𝑑𝑥 + 𝜌∫ 𝑣2
11

0

1

0
⋅ 𝑣2

2𝑑𝑥 + 𝐸𝐼 ∫ 𝑣3𝑥
11

0
⋅ 𝑣3𝑥

2 𝑑𝑥 + 𝑙𝜌 ∫ 𝑣4
1 ⋅ 𝑣4

2𝑑𝑥
1

0
. (4) 

It is easily seen that the bilinear form (4) defines a scalar product equivalent to the scalar 

product defined according to the Cartesian product in the space 𝐻. 

By the scalar product in 𝐻 we mean the scalar product defined as (4). 

Let us denote 𝑣1 = 𝜙, 𝑣2 = 𝜙𝑡, 𝑣3 = 𝜓, 𝑣4 = 𝜓𝑡 and define the following operator in the 

space 𝐻: 

𝐷(𝐴0) = (𝐻
2⋂𝐻0

1) × 𝐻0
1 × (𝐻2⋂𝐻0

1) × 𝐻0
1, 
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𝐴0 =

(

 
 
 
 

0 1 0 0
𝐾

𝜌

𝜕2

𝜕𝑥2
0 −

𝐾

𝜌

𝜕

𝜕𝑥
0

0 0 0 1
𝐾

𝑙𝜌

𝜕

𝜕𝑥
0

𝐸𝐼

𝑙𝜌

𝜕2

𝜕𝑥2
−
𝐾

𝑙𝜌
0
)

 
 
 
 

 

Also, let's define nonlinear operators in the space 𝐻 as follows: 

𝐴1(𝑤) = (

0
|𝑣2|

𝑟1−1𝑣2
0

|𝑣4|
𝑟2−1𝑣4

), 𝐹(𝑤) = (

0
𝑓1(𝑣1, 𝑣3)

0
𝑓2(𝑣1, 𝑣3)

). 

Thus, we can rewrite the problem (1)-(3) in 𝐻 using the operators defined above as 

follows: 

𝑤′ = 𝐴0𝑤 + 𝐴1(𝑤) + 𝐹(𝑤), 
(5) 

𝑤(0) = 𝑤0 . (6) 

Here, 𝑤0 = (𝑣10, 𝑣20, 𝑣30, 𝑣40), 𝑣10 = 𝜙0(𝑥),𝑣20 = 𝜙1(𝑥),𝑣30 = 𝜓0(𝑥), 

𝑣40 = 𝜓1(𝑥). 

The following theorem on the solvability of the problem (5), (6) is true.  

Theorem 1. Assume that conditions i) and ii) are fulfilled. Then, for ∀𝑇 > 0 and ∀𝑤0 ∈ 𝐷(𝐴0) , 

there exist such 𝑇′ > 0 and unique  

𝑤 ∈ 𝐶1([0, 𝑇]; 𝐻)⋂𝐶([0, 𝑇]; 𝐷(𝐴)), 

which satisfies the problem (5)-(6) . If 𝑤0 ∈ 𝐻, then 𝑤 ∈ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐻). 

If 𝑇𝑚𝑎𝑥 is the length of the maximum interval for the existence of that solution, then one of the 

following alternatives holds: 

a)  𝑇𝑚𝑎𝑥 = +∞ 

b)  or 𝑙𝑖𝑚𝑡→𝑇𝑚𝑎𝑥
−0 ∫ [𝜙𝑡

2(𝑡, 𝑥) + 𝜙𝑥
2(𝑡, 𝑥) + 𝜓𝑡

2(𝑡, 𝑥) + 𝜓𝑥
2(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥

1

0
= +∞. 

If 𝑓1 and 𝑓2 are the functions in the following form 

𝑓1(𝜙, 𝜓) = −|𝜙|
𝑝−1|𝜓|𝑝+1𝜙, 𝑓2(𝜙, 𝜓) = −|𝜙|

𝑝+1|𝜓|𝑝−1𝜓, 𝑝 ≥ 0 , (7) 

we can talk about the global solution of the considered problem. 

In this case, the following theorem on the existence of a global solution to the problem 

(5)-(6) is true. 

Theorem 2. Suppose that conditions i) , ii) and (7) are fulfilled. Then, for ∀𝑇 > 0 and ∀𝑤0 ∈

𝐷(𝐴0), there exists such  

𝑤 ∈ 𝐶1([0, 𝑇]; 𝐻)⋂𝐶([0, 𝑇]; 𝐷(𝐴)), 

which satisfies the problem (5)-(6) . If 𝑤0 ∈ 𝐻, then 𝑤 ∈ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐻). 
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Proof of existence and uniqueness theorem  

In order to prove Theorem 1, let us first prove some auxiliary lemmas.  

Lemma 1. 𝐴0 
is a linear maximal monotone operator in 𝐻. 

Proof. First, let’s show that 𝑨𝟎 is a monotone operator. From the definition, it follows 

that 

𝐴0𝑤 = (𝑣2, − 
𝐾

𝜌
𝑣1𝑥𝑥 +

𝐾

𝜌
𝑣3𝑥,

𝐸𝐼

𝑙𝜌
𝑣3𝑥𝑥 −

𝐾

𝑙𝜌
𝑣1𝑥 +

𝐾

𝑝𝜌
𝑣3). 

Then, 

⟨𝐴𝑤,𝑤⟩ = 𝐾 ⋅ ∫ (𝑣2𝑥 − 𝑣4) ⋅ (𝑣1𝑥 − 𝑣3)
1

0

𝑑𝑥 + 

+𝜌 ⋅ ∫ (
𝐾

𝜌
𝑣1𝑥𝑥 −

𝐾

𝜌
𝑣3𝑥) ⋅ 𝑣2

1

0

𝑑𝑥 + 𝐸𝐼 ⋅ ∫ 𝑣4𝑥

1

0

⋅ 𝑣3𝑥𝑑𝑥 +

 

+𝑙𝜌∫ (
𝐾

𝑙𝜌
𝑣1𝑥 +

𝐸𝐼

𝑙𝜌
𝑣3𝑥𝑥 −

𝐾

𝑝𝜌
𝑣3)

1

0

⋅ 𝑣4𝑑𝑥 = 

= 𝐾∫ 𝑣2𝑥 ⋅ 𝑣1𝑥𝑑𝑥 −
1

0

𝐾∫ 𝑣2𝑥 ⋅ 𝑣3𝑑𝑥
1

0

−𝐾∫ 𝑣4

1

0

⋅ 𝑣1𝑥𝑑𝑥 + 

 +𝐾∫ 𝑣4
1

0
⋅ 𝑣3𝑑𝑥 + 𝐾 ∫ 𝑣1𝑥𝑥

1

0
⋅ 𝑣2𝑑𝑥 − 𝐾 ∫ 𝑣3𝑥

1

0
⋅ 𝑣2𝑑𝑥 + 𝐸𝐼 ⋅ ∫ 𝑣4𝑥

1

0
⋅ 𝑣3𝑥𝑑𝑥 + 

 +𝐾∫ 𝑣1𝑥
1

0
⋅ 𝑣4𝑑𝑥 + 𝐸𝐼 ⋅ ∫ 𝑣3𝑥𝑥

1

0
⋅ 𝑣4𝑑𝑥 − 𝐾 ∫ 𝑣3

1

0
⋅ 𝑣4𝑑𝑥. 

Integrating by parts in the fifth and ninth terms, we get 

⟨𝐴0𝑤,𝑤⟩ = 0. 

 So, 𝑨𝟎 is a monotone operator. To show maximal monotonicity, we need to show that 

the image of 𝐼 + 𝐴0 coincides with H.
 
In other words, it is necessary to show the existence of 

the solution 𝑤 ∈ 𝐷(𝐴0) 
of the equation  

(𝐼 + 𝐴0)𝑤 = 𝑔 (8) 

for ∀𝑔 ∈ 𝐻. 

 If we write equation (8) explicitly, we get the following problem:  

{
 
 

 
 

𝑣1 − 𝑣2 = 𝑔1

−
𝐾

𝜌
𝑣1𝑥𝑥 +

𝐾

𝜌
𝑣3𝑥 + 𝑣2 = 𝑔2

𝑣3 − 𝑣4 = 𝑔3

−
𝐸𝐼

𝑙𝜌
𝑣3𝑥𝑥 +

𝐾

𝑝𝜌
𝑣3 −

𝐾

𝑙𝜌
𝑣1𝑥 + 𝑣4 = 𝑔4

 (9) 

{

𝑣1(0) = 𝑣1(1) = 0
𝑣2(0) = 𝑣2(1) = 0
𝑣3(0) = 𝑣3(1) = 0
𝑣4(0) = 𝑣4(1) = 0.

 (10) 

Here, 𝑔1 ∈ 𝐻0
1

 
, 𝑔2 ∈ 𝐿2(0,1),𝑔3 ∈ 𝐻0

1 , 𝑔4 ∈ 𝐿2(0,1). If we substitute 𝑣2 and 𝑣4 in other 

equations, we obtain the following problem: 
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{
−𝐾𝑣1𝑥𝑥 + 𝐾𝑣3𝑥 + 𝜌𝑣1 = �̃�2

−𝐸𝐼𝑣3𝑥𝑥 +𝐾𝑣3 − 𝐾𝑣1𝑥 + 𝑙𝜌𝑣3 = �̃�4
 (11) 

{
𝑣1(0) = 𝑣1(1) = 0
𝑣3(0) = 𝑣3(1) = 0.

 (12) 

Here, �̃�2 = 𝜌(𝑔2 + 𝑔1), �̃�4 = 𝑙𝜌(𝑔4 + 𝑔3), �̃�2, �̃�4 ∈ 𝐻0
1 × 𝐻0

1. 

 Let’s define the following bilinear form: 

𝐵(𝑉, 𝑈) = 𝐾 ⋅ ∫ (𝑣1𝑥 − 𝑣3) ⋅ (𝑢1𝑥 − 𝑢3)
1

0

𝑑𝑥 + 𝐸𝐼 ⋅ ∫ 𝑣3𝑥

1

0

⋅ 𝑢3𝑥𝑑𝑥 

+𝜌 ⋅ ∫ 𝑣1
1

0
⋅ 𝑢1𝑑𝑥 + 𝑙𝜌 ⋅ ∫ 𝑣3

1

0
⋅ 𝑢3𝑑𝑥, 

where, 𝑉 = (𝑣1, 𝑣3), 𝑈 = (𝑢1, 𝑢3) ∈ 𝐻0
1 × 𝐻0

1. It’s obvious that 𝐵(𝑉, 𝑈) is a bilinear form 

defined in 𝐻0
1 × 𝐻0

1. 

 Using the Hölder’s inequality, we derive that  

|𝐵(𝑉, 𝑈)| ≤ 2𝐾 ⋅ ∫ |𝑣1𝑥 − 𝑣3|
2

1

0

𝑑𝑥 + 2𝐾 ⋅ ∫ |𝑢1𝑥 − 𝑢3|
2

1

0

𝑑𝑥

 

+2𝐸𝐼 ⋅ ∫ |𝑣3𝑥|
2𝑑𝑥 +

1

0

2𝐸𝐼 ⋅ ∫ |𝑢3𝑥|
2𝑑𝑥

1

0

+ 2𝜌 ⋅ ∫ |𝑣1|
2𝑑𝑥

1

0

 

+2𝜌 ⋅ ∫ |𝑢1|
2𝑑𝑥 + +2𝑙𝜌 ⋅ ∫ |𝑣3|

2𝑑𝑥
1

0

1

0
+ 2𝑙𝜌 ⋅ ∫ |𝑢3|

2𝑑𝑥
1

0
 . (13) 

On the other hand, 

∫ |𝑣1𝑥 − 𝑣3|
2𝑑𝑥 ≤ 2 ⋅ ∫ |𝑣1𝑥|

2𝑑𝑥 +
1

0

1

0
2 ⋅ ∫ |𝑣3|

2𝑑𝑥
1

0
. (14) 

It follows from (13) and (14) that 

|𝐵(𝑉, 𝑈)| ≤ 𝑐 ⋅ (‖𝑉‖𝐻01×𝐻01
2 + ‖𝑈‖𝐻01×𝐻01

2 ) , 

i.e. 𝐵(𝑉, 𝑈) is continuous. Taking 𝑉 = 𝑈 gives the following expression:  

𝐵(𝑈, 𝑈) = 𝐾 ⋅ ∫ |𝑢1𝑥 − 𝑢3|
2

1

0

𝑑𝑥 + 𝐸𝐼 ⋅ ∫ |𝑢3𝑥|
2𝑑𝑥 +

1

0

𝜌 ⋅ ∫ |𝑢1|
2𝑑𝑥 +

1

0

 

+𝑙𝜌 ⋅ ∫ |𝑢3|
2𝑑𝑥 =

1

0

𝐾 ⋅ ∫ |𝑢1𝑥|
2

1

0

𝑑𝑥 + (𝐾 + 𝑙𝜌) ⋅ ∫ |𝑢3|
2𝑑𝑥 +

1

0

 

+𝐸𝐼 ⋅ ∫ |𝑢3𝑥|
2𝑑𝑥 +

1

0
𝜌 ⋅ ∫ |𝑢1|

2𝑑𝑥 − 2𝐾 ⋅ ∫ 𝑢1𝑥 ⋅ 𝑢3𝑑𝑥
1

0

1

0
.   (15) 

Using Hölder's and Young's inequalities, let's estimate the last addend as follows: 

|2𝐾 ⋅ ∫ 𝑢1𝑥 ⋅ 𝑢3𝑑𝑥
1

0

| ≤ 𝐾 [
𝐾

𝐾 + 𝑙𝜌
⋅ ∫ |𝑢1𝑥|

2
1

0

𝑑𝑥 +
1

𝐾
𝐾 + 𝑙𝜌

⋅ ∫ |𝑢3|
2

1

0

𝑑𝑥] = 

=
𝐾2

𝐾+𝑙𝜌
⋅ ∫ |𝑢1𝑥|

21

0
𝑑𝑥 + (𝐾 + 𝑙𝜌) ⋅ ∫ |𝑢3|

21

0
𝑑𝑥 . (16) 

The following inequality is obtained from (15) and (16): 

𝐵(𝑈,𝑈) ≥ 𝑐 ⋅ ‖𝑈‖𝐻01×𝐻01
2  , 
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𝑐 = 𝑚𝑖𝑛 {
𝐾⋅𝑙𝜌

𝐾+𝑙𝜌
, 𝐸𝐼}. 

Therefore, the bilinear form B(U,V) satisfies all conditions of the Lax-Milgram theorem. 

Therefore, the equation  

𝐵(𝑉, 𝑈) = (𝐺, 𝑈),∀𝑈 ∈ 𝐻0
1 × 𝐻0

1 

has a solution 𝑉 ∈ 𝐻0
1 × 𝐻0

1, where 𝐺 = (�̃�2, �̃�4). 

So, problem (11), (12) has a unique solution 𝑣1 ∈ 𝐻0
1, 𝑣3 ∈ 𝐻0

1. 

The lemma is proved. 

Lemma 2. 𝐴1(⋅) is a monotone semicontinuous and bounded operator acting on 𝐻.  

 Proof. If 𝑤 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∈ 𝐷(𝐴0) , then 𝑣2, 𝑣4 ∈ 𝐻0
1 . In this case, 

‖𝐴1(𝑤)‖
2 = ∫ |𝑣2|

2𝑟1

1

0

𝑑𝑥 + ∫ |𝑣4|
2𝑟2

1

0

𝑑𝑥 ≤ ‖𝑣2‖𝐶[0,1]
2𝑟1 + ‖𝑣4‖𝐶[0,1]

2𝑟2  

≤ 𝑐 ⋅ (‖𝑣2‖𝐻01
2𝑟1 + ‖𝑣2‖𝐻01

2𝑟1) = 𝑐 ⋅ (‖𝑤‖𝐻), 

i.e. 𝐴1(⋅) is a bounded operator. 

 Suppose that, 𝑤 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) və 𝑤, 𝑧 ∈ 𝐷(𝐴0). Then, 

(𝐴1(𝑤) − 𝐴1(𝑧),𝑤 − 𝑧) = ∫ (|𝑣2|
𝑟1−1 ⋅ 𝑣2 − |𝑧2|

𝑟2−1 ⋅ 𝑧2)
1

0

⋅ (𝑣2 − 𝑧2)𝑑𝑥 + 

+∫ (|𝑣4|
𝑟2−1 ⋅ 𝑣4 − |𝑧4|

𝑟2−1 ⋅ 𝑧4)
1

0
⋅ (𝑣4 − 𝑧4)𝑑𝑥 ≥ 0 . 

Let’s take any 𝑤, 𝑧, 𝜉 ∈ 𝐷(𝐴0): 

 𝑤 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4).  

Then, 

⟨𝐴(𝑤 + 𝑡 ⋅ 𝑧), 𝜉⟩ = ∫ |𝑣2 + 𝑡 ⋅ 𝑧2|
𝑟1−1 ⋅ (𝑣2 + 𝑡 ⋅ 𝑧2)

1

0

⋅ 𝜉2𝑑𝑥 + 

+∫ |𝑣4 + 𝑡 ⋅ 𝑧4|
𝑟2−1 ⋅ (𝑣4 + 𝑡 ⋅ 𝑧4)

1

0
⋅ 𝜉4𝑑𝑥, 𝑡 > 0. 

From here, it follows that 

lim𝑡→0(𝐴1(𝑤 + 𝑡 ⋅ 𝑧), 𝜉) = 〈𝐴1(𝑤), 𝜉〉. 

That is, 𝐴1(⋅) is semicontinuous.  

The lemma is proved. 

According to the Brezis theorem [8], the sum of a maximal monotone operator, a 

monotone semicontinuous operator, and a bounded operator is the maximal monotone 

operator. 

Since 𝐴0(⋅)+𝐴1(⋅) is a maximal monotone operator, and 𝐹(𝑤) is a nonlinear operator 

satisfying the local Lipschitz condition, the Cauchy problem (5), (6) has a unique local 

solution. That is, for ∀𝑤0 ∈ 𝐷(𝐴0), there exist such a 𝑇′ > 0 and such a 

𝑤 ∈ 𝐶1([0, 𝑇]; 𝐻)⋂𝐶([0, 𝑇]; 𝐷(𝐴)) that satisfies the problem (5)-(6). If 𝑤0 ∈ 𝐻, then 𝑤 ∈

𝐶([0, 𝑇]; 𝐻). 
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Proof of Theorem 2 . According to Theorem 1, if we show the a priori estimate  

‖𝑤(𝑡)‖ ≤ 𝑐, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇; 

of the problem (5)-(6), we will have proved Theorem 2. 

Therefore, if we obtain the a priori estimate  

∫ [𝜙𝑡
2(𝑡, 𝑥) + 𝜙𝑥

2(𝑡, 𝑥) + 𝜓𝑡
2(𝑡, 𝑥) + 𝜓𝑥

2(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥 ≤ 𝐶 < +∞
1

0
 (17) 

for the solution of problem (1)-(4), we can globally continue the solution defined by 

Theorem 1. 

To obtain the estimation (17), let's multiply the first equation of system (1) by 𝜑𝑡 and the 

second by 𝜓𝑡 and integrate over the domain [0,1] × [0, 𝑇′]. 

𝜌

2
∫|𝜑𝑡|

2𝑑𝑥 − 𝐾∫∫(𝜑𝑥 − 𝜓)𝑥 ∙ 𝜑𝑡  𝑑𝑥𝑑𝑡 + ∫∫|𝜑𝑡| 
𝑟1+1𝑑𝑥𝑑𝑡

1

0

=

𝑡

0

1

0

𝑡

0

1

0

 

=
𝜌

2
∫ |𝜑1(𝑥)|

2𝑑𝑥 +
1

0 ∫ ∫ 𝑓1(𝜑, 𝜓) ∙ 𝜑𝑡  𝑑𝑥𝑑𝑡
1

0

𝑡

0
 , (18) 

𝑙𝜌

2
∫|𝜓𝑡|

2𝑑𝑥

1

0

+
𝐸𝐼

2
∫|𝜓𝑥|

2𝑑𝑥 + 𝐾∫∫(𝜓𝑥 − 𝜑)𝑥 ∙ 𝜓𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

1

0

𝑡

0

1

0

 

=
𝐼𝜌

2
∫ |𝜓0(𝑥)|

2𝑑𝑥 + ∫ ∫ 𝑓2(𝜑, 𝜓) ∙ 𝜓𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡
1

0

𝑡

0

1

0
 . (19) 

If we consider that 

1

𝑝 + 1

𝑑

𝑑𝑡
|𝜑(𝑡, 𝑥) ∙ 𝜓(𝑡, 𝑥)|𝑝+1 = 𝑓1(𝜑(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥)) ∙ 𝜑𝑡(𝑡, 𝑥) + 

+𝑓2(𝜑(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥)) ∙ 𝜓𝑡(𝑡, 𝑥), 

by summing (18) and (19), we get that 

𝜌

2
∫|𝜑𝑡|

2𝑑𝑥

1

0

+
𝑙𝜌

2
∫|𝜓𝑡|

2𝑑𝑥

1

0

+
𝐸𝐼

2
∫|𝜓𝑥|

2𝑑𝑥 +

1

0

𝐾

2
∫|𝜑𝑥 + 𝜓|

2𝑑𝑥

1

0

+ 

+∫∫|𝜑𝑡| 
𝑟1+1𝑑𝑥𝑑𝑡

1

0

+∫∫|𝜓𝑡| 
𝑟2+1𝑑𝑥𝑑𝑡

1

0

=

𝑡

0

𝑡

0

𝜌

2
∫|𝜑1(𝑥)|

2𝑑𝑥 +

1

0

𝑙𝜌

2
∫|𝜓1(𝑥)|

2𝑑𝑥 +

1

0

 

+
𝐸𝐼

2
∫|𝜓0𝑥|

2𝑑𝑥 +

1

0

𝐾

2
∫|𝜑0𝑥(𝑥) + 𝜓0(𝑥)|

2𝑑𝑥 +

1

0

 

+
1

𝑝+1
∫ |𝜑(𝑡, 𝑥) ∙ 𝜓(𝑡, 𝑥)|𝑝+1
1

0
𝑑𝑥. (20) 

Then we get from (20) that  

∫|𝜑𝑡|
2𝑑𝑥

1

0

+∫|𝜓𝑡|
2𝑑𝑥

1

0

+∫|𝜑𝑥 + 𝜓|
2𝑑𝑥

1

0

+∫|𝜓𝑥|
2𝑑𝑥 +

1

0

 



Ferhadova Yeter 

82 

+∫∫|𝜑𝑡| 
𝑟1+1𝑑𝑥𝑑𝑡

1

0

+∫∫|𝜓𝑡(𝑡, 𝑥)| 
2𝑑𝑥𝑑𝑡

1

0

+

𝑡

0

𝑡

0

 

+
1

𝑝 + 1
∫|𝜑(𝑡, 𝑥) ∙ 𝜓(𝑡, 𝑥)|𝑝+1
1

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑐 

This completes the proof. 
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ABSTRACT 

The free vibrations of an anisotropic cylindrical panel with a rectangular profile, reinforced with shafts, 

inhomogeneous throughout the thickness, reinforced with joints, and damaged by hole, in dynamic contact with 

a viscoelastic medium, have been studied. Using the variational principle of Hamilton-Octrogradsky, a frequency 

equation was established to calculate the free vibration frequencies of an orthotropic cylindrical panel with a 

rectangular profile, which is inhomogeneous throughout its thickness, located on a visco-elastic base, all edges 

are jointed, and damaged by hole. Then roots were found and the effect of physical and mechanical characteristics 

determining the environment, shafts and cover on these roots was studied. 

Keywords: inhomogeneous cylindrical panel; viscous-elastic base; shaft; free vibrations. 

КОЛЕБАНИЯ ПОДКРЕПЛЕННОЙ НЕОДНОРОДНЫХ ОСЛАБЛЕННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ПАНЕЛЕЙ В КОНТАКТЕ С ВЯЗКОУПРУГОЙ СРЕДОЙ 

РЕЗЮМЕ 

Исследованы свободные колебания анизотропной цилиндрической пластины прямоугольного 

профиля, неоднородными по толщине, подкрепленной ребрами и поврежденной отверстием, при 

динамическом контакте с вязкоупругой средой. С использованием вариационного принципа Гамильтона-

Остраградского установлено частотное уравнение для расчета частот свободных колебаний ортотропной 

цилиндрической пластины прямоугольного профиля, неоднородном по толщине, поврежденной 

отверстием, расположенной на вязкоупругом основании. Затем находили корни и изучали влияние на эти 

корни физико-механических свойств, характеризующих среду, ребро и покров. 

Ключевые слова: неоднородная цилиндрическая пластина, вязкоупругая среда, ребро, свободные 

колебания. 

ÖZLÜ-ELASTİKİ MÜHİTLƏ KONTAKTDA OLAN MÖHKƏMLƏNDİRİLMİŞ QEYRİ-BİRCİNS, 

ZƏİFLƏDİLMİŞ SİLİNDRİK LÖVHƏLƏRİN  RƏQSLƏRİ 

XÜLASƏ 

 Düzbucaqlı profilli, millərlə möhkəmləndirilmiş, qalınlığı boyunca qeyri-bircins, və deşiklə zədələnmiş, 

özlü elastik mühitlə dinamik təmasda olan anizotrop silindrik lövhənin sərbəst rəqsləri tədqiq edilmişdir. 

Hamilton-Ostraqradski variasiya prinsipindən istifadə edərək, qalınlığı boyunca qeyri-bircins olan, özlü-elastik 

əsas üzərində yerləşən, bütün kənarları bərkidilmiş, deşiklə zədələnmiş, düzbucaqlı profilli ortotrop silindrik 

lövhənin sərbəst rəqs tezliklərini hesablamaq üçün tezlik tənliyi qurulmuşdur. Sonra köklər tapılmış və ətraf 

mühiti, milləri və örtüyü xarakterizə edən fiziki-mexaniki xüsusiyyətlərin bu köklərə təsiri öyrənilmişdir. 

Açar sözlər: qeyri-bircins silindrik lövhə, özlü-elastik mühit, mil, sərbəst rəqslər. 

 

INTRODUCTION: In [1,2], the free vibrations of anisotropic, inhomogeneous, reinfor-

ced, non-weakened by holes cylindrical panels with rectangular profile in contact with a 
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viscoelastic medium were studied, free vibrations frequencies were found, and the effect of 

parameters characterizing the construction on these frequencies was studied. 

In [3], the problems of oscillating motions of cylindrical and conical covers, taking into 

account the resistance of the external environment (Pasternak), were studied and a 

comprehensive report was conducted, the results were presented in tables and curves of the 

relationship between characteristic parameters. 

In [4], the solution of the problems of practical importance is given, taking into account 

the Fuss-Winkler resistance of rectangular and circular panels and cylindrical covers and the 

resistance of the viscoelastic base. 

PROBLEM STATEMENT: In this article, the problem of free vibrations of an 

orthotropic cylindrical panel located on a visco-elastic foundation, reinforced with shafts, 

inhomogeneous throughout the thickness, all edges are jointed and damaged by rectangular 

hole is solved. The problem was solved based on the application of the Hamilton-

Ostrogradsky variation principle. For this, the total energy of the system is written: 

011 AVVVVJ kpkp      (1) 

Here 
pV  - is the potential energy of the cylindrical panel, kV

 
- is the kinetic energy of 

the cylindrical panel, 
pV1  - potential energy of the shafts, kV1  - kinetic energy of the shafts,

    

0A - is the work done by the forces acting on the orthotropic cylindrical panel by the 

viscoelastic base in the displacements of the points of the panel. 

We will use a three-dimensional functional to account for inhomogeneities throughout 

the thickness of the cylindrical plate. There are different ways to account for inhomogeneity. 

One of them is consist of to accept Young's modulus and material density through thickness 

as a function of variable coordinate [6]. We assume that Puasson's ratio is constant. In this 

case, the total energy of the cylindrical panel is as follows: 
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Here, h - the thickness of the cylindrical panel, S - is the area of the panel, 0S  - is the 

area corresponding to the section. 
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Using (3), we can write the functional (2) below: 
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The energy of the shafts is as follows [5]: 
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In expressions (2)-(6) pV1 - the total energy of shafts regularly located along the length of 

the generator on the surface of a inhomogeneous cylindrical panel, kV1  - kinetic energy of 

the shafts, wvu ,, - displacements of the points of the cylindrical panel, hR, - respectively, the 

radius of curvature and thickness of the cylindrical plate, iE
~

-modulus of elasticity of the i

shaft, i
~

- the density of the i shaft material, iF -cross-sectional area of the i
 

shaft, 

kpiyi II ,  - moments of inertia of the cross section of the i
 
shaft, iG - modulus of elasticity in 

sliding of the i
 
shaft, iii wvu ,, - displacement of the points of i

 
shaft,   dzzz i

h

h

i 
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It is assumed that the force acting on the cylindrical cover by the viscoelastic medium is 

expressed by the deflection  zyxW ,, of the cylindrical cover as follows: 

     dwt
y

w

x

w
kwkq

t

pz  
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Here, vk  - the Winkler coefficient, 
pk  - is the Pasternak coefficient, which is found by 

experiment, t  - is time, and   t  - is the viscosity kernel. 

The potential energy of the forces acting on the orthotropic cylindrical panel by the 

viscoelastic base is equal to the work done by these forces on the displacements of the points 

of the panel with the opposite sign: 

 
l

zwdxdqRA
0 0

0

0

                                                      (8) 

Boundary conditions are also added to the energy expression (1). In the case of a hinge 

joint 

lxMwvu x ;00     üçün 

0;00   Mwvu     üçün                        (9) 

It is assumed that the coordinate axes coincide with the main curvature lines of the 

panel, and the shafts are in rigid contact with the coating along these lines: 

           iiiiiiii yxhyxxyxhyxuxu ,,,,, 21    
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22 5,0;,,, jjjkpjjj Hhhyxxyxx         (10) 

Here, 1
iH  - the distance of the axis of the i

 
shaft from the surface of the cylindrical shell, 

kpii  ,  - are the turning and twisting angles of the cross-sections of the shaft and are 

expressed by the displacements of the cylindrical cover as follows: 
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As a result, the investigation of the free vibrations of a cylindrical panel, which is located 

on a visco-elastic base, is inhomogeneous throughout its thickness, is reinforced by joints, 

and is reinforced with shafts is brought to the integration of the total energy (1) within the 

boundary conditions (9)  and (10) contact conditions (10) and the application of the 

Hamilton-Ostrogradsky variational principle: 

                                                     0W   

Here, 





t

t

JdtW  - Hamilton effect, t   and t  are given arbitrary instants of time. 
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                                   011 AVVVVJ ppkk 
   

(11) 

Let us find the displacements of the cylindrical panel as follows: 
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(12) 

Here, 0u , 0v , 0w  - unknown constants, m , k  - are the wave numbers in the longitudi-

nal and transverse directions of the cylindrical panel, respectively. 

Using    




0 0SS S S

a property of the integral, if we substitute statements (12) in (5), for 

the total energy of a cylindrical panel with a rectangular profile, inhomogeneous throughout 

its thickness, jointed at all edges, reinforced with shafts, and weakened by hole, we get: 
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The total energy of shaft i , which is inhomogeneous throughout its thickness, is jointed 

at all edges, and is located on the surface of the panel is as follows: 
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If we replace expressions (12), (7) in (8), we can calculate the work done  by the forces 

acting on the panel, which is inhomogeneous throughout its thickness , all edges are jointed, 

and reinforced with shafts, in the displacements of the points of the panel  by the visco-

elastic base. 
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With the help of expressions (13), (14), (15), we get for the Hamilton effect: 
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From the stationarity condition of the W function, we get the following system: 

  

1) 0
0






u

W
;  2)  0

0






v

W
;   3)  0

0






w

W
.                                                        (17)

 
Since the system (17) is a system of homogeneous linear equations, a necessary and 

sufficient condition for the existence of its non-trivial solution is that the principal 

determinant is equal to zero. As a result, we get the following frequency equation: 

                                               3,1,,0det  jiaij                                                             (18) 

PROBLEM SOLUTION: Equation (18) is a transcendental equation with respect to its 

  frequency.  Its roots are complex numbers, the real part of which characterizes the 

frequencies of the vibration, and the imaginary part of which characterizes the decay of the 

vibration. The roots of equation (18) were found by numerical method. For this, the left side 

of the equation (18) is divided into two equations by writing 
21

 i , and the interval 

corresponding to the sign change is calculated. Then, the found interval was reduced, and 

the values of the frequency  Re1   were specified. In the calculations, the following 

values were taken for the physical, mechanical and geometrical parameters characterizing 

the panel, the environment, the inhomogeneity of the panel: 

423,0 mmIkpi  , 41,5 mmI xi  , 36 /10 mNkv  , mNk p /104 , 3
R

l
, smR 6,1  

3
0 /1850 mkgi   , 29 /1067,6

~
mNEi  , 43,1 mmI zi  , 35,0v ;  1m , 8n  

 smhi 39,1 ,  22.5 mmFi  , 034,0A ,  05,0    (19) 

It is assumed that the modulus of elasticity of the cylindrical panel varies linearly with 

respect to the variable z : 

                  )1()( 101 zEzE  ,  )1()( 202 zEzE  , )1()( 0 zGzG   

Here,   - is the inhomogeneity parameter and  1;1 . 

Table 1 

1k  5 10 15 20 

1  55 59 62 67 

Table 2 

  0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

1  53 56 59 61 64 

The found values of the number of shafts and the 1  frequency for varied values of the 

heterogeneity parameter   are given in table 1 and table 2. In the calculation, 25,1
20

10 
E

E  for 

both tables, 4,0  for table 1, 101 k  for table 2 were taken. As can be seen from the 

tables, as the number of shafts and the values of the inhomogeneity parameter increase, the 

specific oscillation frequencies of the system increase. 
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HİLBERT FƏZASINDA İKİNCİ TƏRTİB OPERATOR-DİFERENSİAL 

TƏNLİK ÜÇÜN SONLU PARCADA BİR SƏRHƏD MƏSƏLƏSİNİN 

MƏXSUSİ ƏDƏDLƏRİNİN TƏDQİQİ 

R.F. HƏTƏMOVA 

Sumqayıt Dövlət Universiteti 

hetemova_roya@mail.ru 

XÜLASƏ 

Təqdim edilmiş məqalədə sonlu parcada ikinci tərtib operator-diferensial tənlik üçün bir sərhəd məsələsinin 

məxsusi ədədləri tədqiq edilmişdir. Bu məqsədlə əvvəlcə tənliyin potensial funksiyası sıfır olduğu halda məxsusi 

ədədləri öyrənilir və bu məxsusi ədədlərə uyğun otronormal məxsusi vektor-funksiyalar təyin olunur. )(xQ  

operator-funksiya müəyyən şərtləri ödədiyi halda baxılan məsələnin spektrinin quruluşu haqqında əsas teorem 

isbat olunur. 

Açar sözlər: Hilbert fəzası, operator-diferensial tənlik, sərhəd şərtləri, rezolvent, məxsusi ədədlər, məxsusi 

vektor-funksiyalar, spektr. 

ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОПЕРАТОРНО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ В 

ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

РЕЗЮМЕ 

 В представленной статье исследуется собственные значения одной краевой задачи для операторно-

дифференциального уравнения второго порядка. Для этой цели сперва изучается собственные значения 

задачи с нулевыми потенциальными функциями и определяется соответствующие ортонормированные 

собственные вектор-функции. Далее доказывается основная теорема о структуре спектра данной задачи. 

Ключевые слова: Гильбертово пространство, оператор, операторно-дифференциальные уравнение, 

краевые условия, резольвента, собственные значения, собственные вектор-функции, спектр. 

INVESTIGATION THE EİGENVALUES OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A SECOND-ORDER 

OPERATOR-DİFFERENTİAL EQUATİON ON A FİNİTE İNTERVAL İN A HİLBERT SPACE 

ABSTRACT 

  In the paper we study eigenvalues of a boundary value problem for a second-order operator-differential 

equation. To this end, at first we study eigenvalues of the problem with zero potential functions and determine 

approriate orthonormed eigen vector-functions. Then we prove the main theorem on the structure of the 

spectrum of this problem. 

Keywords: Hilbert space, operator, operator-differential equation, boundary conditions, resolvent, 

eigenvalues, eigenvector functions, spectrum. 

 

Fərz edək ki, H -separabel Hilbert fəzasıdır. 

]:]1,0[[21 HLH   Hilbert fəzasında 

10,)(")(  xyxQyyl  (1) 

diferensial ifadəsi və 

0,0)1()1(',0)0(  aayyy  (2) 
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sərhəd şərtləri ilə təyin olunmuş L  operatoruna baxaq. Burada )(xQ  operator-funksiyası 

istənilən  1,0x  üçün H  fəzasında öz-özünə qoşma olan operatordur. Əlavə olaraq 

)(xQ  operator-funksiyasının aşağıda göstərilən şərtləri ödəməsi də fərz olunur: 

1) )(xQ  oprerator-funksiyası istənilən ),( bax  üçün öz-özünə qoşma nüvə tipli 

operatordur; 

2)  ,
2

1
)( 1

1
mmH

xQ   
 burada  m ...21  ədədləri 

0sincos   a  tənliyinin müsbət kökləridir. 

3) H  fəzasında elə ortonormal  1n  basizi vardır ki, 





1

.)(
1

n
HnxQ   

0L  ilə )('')(0 xyyl   diferensial ifadəsi və (2) sərhəd şərtləri ilə təyin olunmuş 

operatoru işarə edək. 0L  operatorunun spektri 0sincos   a  tənliyinin 

müsbət köklərindən ibarət olan  
1mm , ......0 21  m  çoxluqdur. Tənliyin 

hər bir kökü sonsuz tərtibli məxsusi ədəddir. m  məxsusi ədədinə uyğun ortonormal 

məxsusi vektor-funksiyalar 

,...2,1,0,sin)(0  nxx nmmmn   (3) 

şəklindədir. Burada 

 



21 cos1

2




a
m  . (4) 

0
R  və R  ilə uyğun olaraq 0L  və L  operatorlarının rezolventasını işarə edək. 

Aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 1. Əgər )(xQ  operator funksiyası, 1)-3) şərtlərini ödəyirsə və )( 0L  isə, 

onda 

11
0 :)( HHRxQ   

operatoru nüvə tipli operatordur, yəni )(:)( 11
0 HRxQ  . 

İsbatı. Teoremi isbat etmək üçün  

1

)()( 00

1 1
H

mn
m n

xRxQ 








 

sırasının yığılan olduğunu göstərmək kifayətdir ([2], səh.125). 

(3),(4) bərabərliklərini nəzərə alsaq, onda aşağıdakı münasibətləri alarıq: 
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  (5) 

Məlumdur ki, m  şərtində aşağıdakı asimptotik düstur doğrudur [8]: 
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a
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  (6) 

Bu bərabərlikdən və (5) bərabərsizliyindən alırıq: 

11

)()()(
1 1

200

1 1
Hn

m n
H

mn
m n

xQmcxRxQ    

















  

Burda c  yalnız   parametrindən asılı olan hər hansı müsbət ədəddir. 

3) şərtindən və sonuncu bərabərsizlikdən 








 1

)()( 00

1 1
H

mn
m n

xRxQ   

olduğunu alırıq.  

Teorem 1 isbat olundu. 

İndi isə L  operatorunun spektrinin quruluşu haqqında teoremi göstərək: 

Teorem 2. Əgər )(xQ  operator-funksiyası 1)-3) şərtlərini ödəyirsə, onda L  opertao-

runun spektri 

  ,...2,1,)(,)(
11

 mxQxQ
HmHmm   

parçalıarının birləşməsindən ibarət çoxluğun alt çoxluğudur. Belə ki, m  parçalar cüt-cüt 

kəsişmirlər və aşağıdakılar doğrudur: 

a) L  operatorunun m  parşasına daxil olan və m -dən fərqli olan hər bir spektr 

nöqtəsi sonlu tərtibə malik olan izolə edilmiş, məxsusi ədəddir; 

b) m  nöqtələri L  operatorunun sonli və ya sonsuz tərtibə malik olan məxsusi ədədi 

ola bilər; 

c) Aşağıdakı münasibətlər doğrudur: 

,lim mmn
n
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burada 
1nmn  L  operatorunun m  parşasına daxil olan məxsusi ədədləridir. 

İsbatı. 0L  və L  operatorlarının rezolventası olan 
0
R  və R  operatorları üçün 

aşağıdakı bərabərlik doğrudur: 

 RQRRR  00
 (7) 

Əgər 





1

1 |
m

mR  olarsa, bu halda  

2) şərtindən  

,...2,1,
1

 mQ
Hm  (8) 

olduğunu alarıq.   1

0
0 

 ELR   öz-özünə qoşma operatoru üçün 

10 min
1


 m

mH
R   

olduğunda (8) bərabərsizlıiyinə görə 

10

11




HH
QR  

alarıq. Onda, nəticədə 

1
111

00 
HHH

RQQR   

olduğunu alarıq. Bu onu göstərir ki, 
00)(  BQRRBA   operatoru 1H  fəzasında 

təsir edən )( 1HL  xətti kəsilməz operatorlar fəzasında sıxan operatordur. Sıxan 

operatorların tərpənməz nöqtəsi haqqında teoremə görə  RRA )(  tənliyinin yeğanə 

həlli vardır. Buradan alırıq ki, hər bir 





1m

m  nöqtəsi L  operatorunun requlyar 

nöqtəsidir. Ona görə də öz-özünə qoşma L operatorunun spektri cüt-cüt kəsişməyən m  

parçalarının birləşməsindən ibarət çoxluğa daxildir, yəni 

.)(
1







m

mL  

Teorem 1 və (7) bərabərsizliyindən alınır ki, əgər   ədədi 0L  və L  operatorların 

requlyar nöqtəsi isə, onda 0RR   operatoru 1H  fəzasında nüvə tipli ooperatordur yəni 

).()( 11
0 HRR    Bu halda məlumdur ki, 0L  və L  operatorlarının spekrtinin 

kəsilməz hissəsi üst-üstə düşər ([7], səh.307). 0L  operatorunun spektri kəsilməz olduğundan 

L  operatorunun da spektrinin kəsilməz hissəsinin  
1mm  çoxluğu olduğunu almış olarıq. 
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Buradan eyni zamanda teorem 2-nin a) b) c) hökmlərinin doğru olduğunu aıarıq. Teorem 

2 isbat olundu. 

Məqalədə həll olunan məsələnin qoyuluşuna və məsələnin həlli zamanı göstərdiyi diq-

qətə görə elmi rəhbərin prоfessor Həmdulla İ.Aslanova öz dərin minnətdarlığımı bildirirəm. 
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İKİ ÖLÇÜLÜ VOLTERRA TİP İNTEQRAL TƏNLİKLƏR SİSTEMİ 

İLƏ TƏSVİR OLUNAN OPTIMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ 

OPTİMALLIQ ÜÇÜN BİRİNCİ VƏ İKİNCİ TƏRTİB ZƏRURİ 

ŞƏRTLƏR VƏ KLASSİK MƏNADA MƏXSUSİ İDARƏLƏRİN 

OPTİMALLIĞI HAQQINDA 

VƏFA RZAYEVA 

Sumqayıt Dövlət Universiteti,  

Sumqayıt, Azərbaycan 

vefa.asgerova77@mail.ru 

XÜLASƏ 

Məqalədə iki ölçülü Volterra tip inteqral tənliklər sistemi ilə təsvir olunan bir optimal idarəetmə məsələsinə 

baxılır. İdarə oblastının açıq olması şərti daxilində Eyler tənliyinin və Lejandr-Klebş şərtinin analoqları 

alınmışdır.  

Optimallıq üçün ikinci tərtib ümumi zəruri şərt isbat edilmiş və klassik mənada məxsusi idarələrin 

optimallıq şərti alınmışdır. 

Açar sözlər: interqal tənlik, mümkün idarə, optimallıq şərti, funksionalın variasiyası, Eyler tənliyi, Lejandr-

Klebş şərti, klassik mənada məxsusi idarə. 

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКОВ И ОБ 

ОПТИМАЛЬНОСТИ ОСОБЫХ, В КЛАССИЧЕСКОМ СМЫСЛЕ, УПРАВЛЕНИЙ В ЗАДАЧЕ 

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ, ОПИСЫВАЕМОЙ СИСТЕМОЙ ДВУМЕРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ТИПА ВОЛЬТЕРРА 

РЕЗЮМЕ 

В статье рассматривается одна задача оптимального управления, описываемая системой двумерных 

интегральных уравнений типа Вольтерра. При предположении открытости области управления доказаны 

аналоги уравнения Эйлера и условия Лежандра-Клебша. 

Получено общее необходимое условие оптимальности второго порядка и необходимое условие 

оптимальности особых, в классическом смысле, управлений. 

Ключевые слова: интегральное уравнение, допустимое управление, условие оптимальности, 

вариация функционала, уравнение Эйлера, условие Лежандра-Клебша, особое, в классическом смысле, 

управление. 

A NECESSARY OPTIMALITY CONDITION OF THE PONTRYAGIN'S MAXIMUM PRINCIPLE TYPE IN 

AN OPTIMAL CONTROL PROBLEM WITH A MULTIPOINT PERFORMANCE CRITERION 

ABSTRACT 

The article considers the optimal control problem described by a system of two-dimensional integral 

equations of the Volterra type. Assuming the openness of the control domain, the analogues of the Euler equation 

and the Legendre-Clebsch condition are proved. 

A general necessary condition for second order optimality and a necessary condition for optimality of 

singular controls are obtained. 

Keywords: integral equation by Volterra type, admissible control, optimality condition, functional variation, 

Euler equation, Legendre-Clebsch condition, singular in the classical sense of control. 
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Giriş. Bir çox işlərdə inteqral tənliklərlə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələləri 

tədqiq edilmiş və müəyyən optimallıq şərtləri alınmışdır (bax məsələn, [1-4]). 

Təqdim olunan məqalədə ilk dəfə iki ölçülü Volterra tip inteqral tənliklər sistemi ilə və 

çoxnöqtəli ketfiyyət meyarı ilə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələSinə baxılmışdır. 

Artım üsulunun bir variantını tətbiq edərək idarə oblastının açıq olaması şərti daxilində 

optimallıq şərtləri alınmışdır. 

1. Məsələnin qoyuluşu. Bu işdə  

𝐽(𝑢) = 𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) + ∫ ∫ 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 (1) 

funksionalının 

𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 = [𝑡0, 𝑡1] × [𝑥0, 𝑥1], (2) 

𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝑑𝑠𝑑𝜏
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 (3) 

məhdudiyyətləri daxilində minimumunun tapılması məsələsi tədqiq olunur.  

Burada 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧, 𝑢) və 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢) uyğun olaraq, verilmiş n-ölçülü və skalyar 

funksiyalar olub, arqumentlərinin küllüsünə nəzərən (z,u)-ya görə ikinci tərtib xüsusi 

törəmələri iləə birlikdə kəsilməzdirlər, 𝜑(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) − verilmiş, iki dəfə kəsilməz 

diferensiallanan skalyar funksiya, 𝑈 − verilmiş, boş olmayan, açıq və məhdud çoxluq, 𝐷 − 

verilmiş düzbucaqlı, 𝑢(𝑡, 𝑥) − 𝑟-ölçülü ölçülən və məhdud idarəedici vektor-funksiyadır. 

Yuxarıda verilmiş (2) məhdudiyyətini ödəyən hər bir idarəedici vektor-funksiyaya 

mümkün idarə deyəcəyik. 

Fərz olunur ki, hər bir 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinə (3) inteqral tənliklər sisteminin yeganə 

kəsilməz 𝑧(𝑡, 𝑥) həlli cavab verir. 

Bu (1) funksionalına (2), (3) məhdudiyyətləri daxilində minimum verən 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün 

idarəsinə optimal idarə, (𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥)) prosesinə isə optimal proses deyəcəyik. 

Məqsədimiz bu məhdudiyyətlər daxilində optimallıq üçün yeni zəruri şərtlər 

tapmaqdır. 

2.Funksionalın birinci və ikinci variasiyalarının (klassik mənada) hesablanması. 

Tutaq ki, (𝑡, 𝑥) və �̅�(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢(𝑡, 𝑥) iki mümkün idarədirlər. Bu (2) Volterra tənliklər 

sisteminin bu iki mümkün idarəyə cavab verən həllərini uyğun olaraq 𝑧(𝑡, 𝑥) və �̄�(𝑡, 𝑥) =

𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝛥𝑧(𝑡, 𝑥) ilə işarə edərək  

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥)) = −𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥)) − 

−∑𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

𝜕𝜑′(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖
× 

× 𝑓(𝑇𝑖, 𝑋𝑖 , 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥)) + 

+∫ ∫ 𝜓′(𝜏, 𝑠)𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑠𝑑𝜏
𝑥1

𝑥

𝑡1

𝑡
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şəklində Hamilton-Pontryagin funskiyasının analoqunu daxil edək. 

Burada 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥) − [𝑡0, 𝑇𝑖] × [𝑥0, 𝑋𝑖] düzbucaqlısının xarakteristik funksiyası, 𝜓(𝑡, 𝑥) isə 

hələlik ixtiyari olan n-ölçülü vektor-funksiyadır.  

Bu halda (1) funksionalının artımını  

𝛥𝐽(𝑢) = −∫ ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))]𝑑𝑥𝑑𝑡 + ∫ ∫ 𝜓′(𝑡, 𝑥)𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+
1

2
∑ 𝛥𝑧′(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝑘

𝑖,𝑗=1

+ 𝜊1 (∑‖𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)‖
2

𝑘

𝑖=1

)(4) 

şəkildə göstərə bilərik.  

Burada 𝜊3(∑ ‖𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)‖
2𝑘

𝑖=1 ) kəmiyyəti  

𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) = 

= ∑
𝜕𝜑′(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖
𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝑘

𝑖,𝑗=1

+ 

+
1

2
∑ 𝛥𝑧′(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝑘

𝑖,𝑗=1

+ 𝜊1 (∑‖𝛥𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖
2

𝑘

𝑖=1

) 

ayrılışından təyin olunur. 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑢, 𝜓) funksiyasının (𝑥, 𝑢)-ya görə ikinci tərtib kəsilməz törəməyə malik 

olduğunu nəzərə alsaq, funksionalın (4) artım düsturunu  

𝛥𝐽(𝑢) = −∫ ∫
𝜕𝐻′(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

−∫ ∫
𝜕𝐻′(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝛥𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

−
1

2
∫ ∫ [𝛥𝑧′(𝑡, 𝑥)

𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+2𝛥𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛥𝑧(𝑡, 𝑥) + 

+𝛥𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛥𝑢(𝑡, 𝑥)] 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+
1

2
∑ 𝛥𝑧′(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝑘

𝑖,𝑗=1

+ 
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+𝜊1(∑‖𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)‖
2

𝑘

𝑖=1

)−∫ ∫ 𝜊2

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

([‖𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)‖ + ‖𝛥𝑢(𝑡, 𝑥)‖])𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+∫ ∫ 𝜓′(𝑡, 𝑥)𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

. (5) 

Fərz edək ki, 𝜓(𝑡, 𝑥) vektor-funksiyası  

𝜓(𝑡, 𝑥) = −𝐻𝑧(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))  

qoşma sisteminin həllidir. 

Onda funskionalın (5) artım düsturundan alarıq ki,  

𝛥𝐽(𝑢) = −∫ ∫
𝜕𝐻′(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝛥𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+
1

2
∑ 𝛥𝑧′(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝑘

𝑖,𝑗=1

+ 

−
1

2
∫ ∫ [𝛥𝑧′(𝑡, 𝑥)

𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+2𝛥𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛥𝑧(𝑡, 𝑥) + 

+𝛥𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛥𝑢(𝑡, 𝑥)] 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+𝜊1(∑‖𝛥𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)‖
2

𝑘

𝑖=1

)−∫ ∫ 𝜊2

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

([‖𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)‖ + ‖𝛥𝑢(𝑡, 𝑥)‖])𝑑𝑥𝑑𝑡. (6) 

Məlumdur ki,  

𝛥𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ [𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧̅(𝜏, 𝑠), �̅�(𝜏, 𝑠))
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))]𝑑𝑠𝑑𝜏. (7) 

Buradan alarıq ki, 

‖𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿1∫ ∫ [‖𝛥𝑧(𝜏, 𝑠)‖ + ‖𝛥𝑢(𝜏, 𝑠)‖]
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝑑𝜏  

(𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 müəyyən bir sabitdir). 

Bu bərabərlikdən Vendroff lemmasını tətbiq edərək alarıq ki, 

‖𝛥𝑧(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿2∫ ∫ ‖𝛥𝑢(𝑡, 𝑥)‖
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝑑𝜏. (8)  

Burada 𝐿2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 müəyyən bir sabitdir. 

Tutaq ki, 휀 > 0 mütləq qiymət ilə kafi qədər kiçik ixtiyari ədəd, 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 isə 

ixtiyari mümkün idarədir. 

Şərtə görə 𝑈 çoxluğu açıq çoxluqdur. Ona görə də 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin xüsusi 
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artımını 

𝛥𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) = 휀𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) (9) 

düsturu ilə təyin etmək olar. 

Burada 휀 mütləq qiymət ilə kafi qədər kiçik olan ixtiyari ədəd, 𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 isə 

ixtiyari ölçülən və məhdud vektor-funksiyadır. 

Qeyd edək ki, (9) düsturu ilə təyin olunmuş 𝛥𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) xüsusi artımı variasiya hesabından 

məlum olan klassik variasiyadır. 

İndi 𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥) ilə 𝑧(𝑡, 𝑥) vəziyyətinin idarənin (9) düsturu ilə təyin olunmuş xüsusi 

artımına cavab verən artımını işarə edək.  

Yuxarıda verilmiş (7) düsturundan aydındır ki,  

𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ [𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝛥𝑧𝜀(𝜏, 𝑠) +
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

−𝑓𝑢(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))]𝛥𝑢𝜀(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏. 

Buradan alarıq ki,  

𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ [𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠) + 𝛥𝑧𝜀(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠) + 𝛥𝑢𝜀(𝜏, 𝑠)) −
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

−𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))]𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

+∫ ∫ 𝜊5([‖𝛥𝑧(𝜏, 𝑠)‖ + ‖𝛥𝑢(𝜏, 𝑠)‖]
𝑥

𝑥0

)
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠𝑑𝜏. (10) 

Daha sonra (8) düsturundan aydındır ki, ‖𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥)‖ |휀| tərtibdən sonsuz kiçik 

kəmiyyətdir.  

İndi 𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥) xüsusi artımını  

𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥) = 휀𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝜊6(휀; 𝑡, 𝑥) (11) 

şəklində axtaraq. 

Burada 𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) hələlik naməlum olan vektor-funksiyadır.  

Bu (11) ayrılışını və (9) düsturunu (10) düsturunda yazaraq və nəzərə alaraq ki, 

‖𝛥𝑧𝜀(𝑡, 𝑥)‖ |휀| tərtibdən sonsuz kiçik kəmiyyətdir, görərik ki,  

휀𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝜊6(휀; 𝑡, 𝑥) = 휀∫ ∫ 𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝛿𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 +
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

+휀∫ ∫ 𝑓𝑢(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

+ 𝜊7(휀; 𝑡, 𝑥), (12) 

bu bərabərliyin hər iki tərəfini 휀-a bölərək və 휀 → 0 şərtilə limitə keçərək alarıq ki, 

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ 𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝛿𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 +
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

+∫ ∫ 𝑓𝑢(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

. (13) 
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Deməli, göstərdik ki, əgər 𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) (13) xətti və bircins olmayan Volterra inteqral 

tənliyinin həlli olarsa, onda (11) ayrılışı doğrudur. 

Bu (13) tənliyinə baxılan məsələ üçün [5] işinə analoji olaraq variasiyalı tənlik deyəcəyik.  

İndi (9) və (11) düsturlarını funksionalın (6) artım düsturunda nəzərə alıb bəzi 

çevrilmələrdən sonra alarıq ki,  

𝐽(𝑢 + 𝛥𝑢𝜀) − 𝐽(𝑢) = −휀∫ ∫
𝜕𝐻′(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+
휀2

2
∑ 𝛿𝑧′(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝛿𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝑘

𝑖,𝑗=1

+ 

−
휀2

2
∫ ∫ [𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)

𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+2𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 

+𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)] 𝑑𝑥𝑑𝑡.  

Bu ayrılışdan alınır ki, funksionalın klassik mənada birinci və ikinci variasiyaları  

𝛿1𝐽(𝑢; 𝛿𝑢) = −∫ ∫
𝜕𝐻′(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡, (14) 

𝛿2𝐽(𝑢𝜊; 𝛿𝑢) = ∑ 𝛿𝑧′(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)
𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝛿𝑧(𝑇𝑗, 𝑋𝑗)

𝑘

𝑖,𝑗=1

− 

−∫ ∫ [𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+2𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 

+𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)] 𝑑𝑥𝑑𝑡 (15) 

şəklindədirlər. 

Bu (14) və (15) düsturlarından aşağıdakı hökmün doğruluğu alınır. 

Teorem 1. (Qeyri-aşkar şəkildə verilmiş optimallıq şərti). Baxılan optimal idarəetmə 

məsələsində 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin optimal idarə olması üçün zəruri şərt ixtiyari 

𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 üçün  

∫ ∫
𝜕𝐻′(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0, (16) 

∑ 𝛿𝑧′(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)
𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝛿𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖)

𝑘

𝑖,𝑗=1

− 
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−∫ ∫ [𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+2𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) + 

+𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)] 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≥ 0 (17) 

münasibətlərinin ödənmələridir. 

Qeyd edək ki, (16) və (17) münasibətləri qeyri-aşkar verilmiş optimallıq şərtləridir. Ona 

görə də bu zəruri şərtlərin istifadə olunması kifayət qədər çətin məsələdir.  

Bütün bunlar aşkar şəkildə verilmiş optimallıq şərtlərinin alınmasını zəruri edir.  

3. Optimallıq üçün aşkar şəkildə verilmiş zəruri şərtlər. Bu (16) eyniliyində 𝑢(𝑡, 𝑥) 

mümkün idarəsinin 𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün variasiyasının ixtiyariliyindən istifadə edərək 

aşağıdakı hökm isbat olunur. 

Teorem 2. Baxılan optimal idarəetmə məsələsində 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin optimal 

idarə olması üçün zəruri şərt 

𝜕𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))

𝜕𝑢
= 0 (18) 

bərabərliyinin ixtiyari (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) üçün ödənməsidir. 

İsbat olunmuş (18) zəruri şərtini klassik variasiya hesabının terminalogiyasına əsasən 

baxılan optimal idarəetmə məsələsində Eyler tənliyinin analoqu adlandıracağıq.  

Eyler tənliyinin analoqunu ödəyən hər bir 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinə isə klassik 

ekstremal deyəcəyik.  

Bu tərifdən aydındır ki, hər bir optimal idarə həm də klassik idarədir, lakin klassik idarə 

optimal idarə olmaya da bilər.  

Klassik variasiya hesabından məlumdur ki, (bax məsələn, [5]) bunu nəzərə alaraq 

ekstremum üçün ikinci tərtib zəruri şərtlər tapılması zəruridir.  

Bu mənada (17) bərabərsizliyi optimallıq üçün ikinci tərtib zəruri şərtdir. Lakin qeyd 

etdiyimiz kimi onu optimal idarə məsələsini tədqiq etmək üçün bilavasitə tədqiq etmək 

kifayət qədər çətin məsələdir. Ona görə də optimallıq üçün ikinci tərtib zəruri şərtlər 

alınması çox vacibdir. Bu məsələ ilə məşğul olaq. 

Göründüyü kimi (13) tənliklər sistemi (variasiya tənliyinin analoqu) xətti, bircins 

olmayan inteqral tənliklər sistemidir.  

Onun həllini 

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ 𝑓𝑢(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 +
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 

+∫ ∫ [∫ ∫ 𝑅(𝑡, 𝑥, 𝛼, 𝛽)𝑓𝑢(𝛼, 𝛽, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝑑𝛼𝑑𝛽
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

]
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 (19) 

şəklində axtaraq. 
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Burada 𝑅(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)(𝑛 × 𝑛) matris funksiyası aşağıdakı sistemin həllidir: 

𝑅𝜏𝑠(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠) = ∫ ∫ 𝑅(𝑡, 𝑥, 𝛼, 𝛽)𝑓𝑧(𝛼, 𝛽, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝑑𝛼𝑑𝛽
𝑥

𝑠

𝑡

𝜏

+ 

+𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠)). (20) 

Əgər  

𝑄(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠) = ∫ ∫ 𝑅(𝑡, 𝑥, 𝛼, 𝛽)𝑓𝑢(𝛼, 𝛽, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠))𝑑𝛼𝑑𝛽
𝑥

𝑠

𝑡

𝜏

+ 

+𝑓𝑧(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠), 𝑢(𝜏, 𝑠)) 

işarəsini daxil etsək (19) düsturunu  

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏
𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

 (21) 

kimi yaza bilərik. 

İndi həllin bu (21) göstəriliş düsturundan istifadə edərək (17) bərabərsizliyinin bəzi 

hədləri üzərində çevrilmələr aparaq. 

Bu (21) düsturundan aydındır ki,  

𝛿𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) = ∫ ∫ 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)𝑄(𝑇𝑖, 𝑋𝑖 , 𝑡, 𝑥)𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

. (22) 

Bu (22) düsturu vasitəsilə alırıq ki,  

∑ 𝛿𝑧′(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)
𝜕𝜑2(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2),… , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗

𝑘

𝑖,𝑗=1

𝛿𝑧(𝑇𝑗, 𝑋𝑗) = 

= ∫ ∫ ∫ ∫ 𝛿𝑢′(𝜏, 𝑠)𝑄′(𝑇𝑖, 𝑋𝑖 , 𝜏, 𝑠)𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× (23) 

×
𝜕𝜑2(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗
𝑄(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖, 𝛼, 𝛽) × 𝛿𝑢(𝛼, 𝛽)𝛼𝑗(𝛼, 𝛽)𝑑𝑠𝑑𝜏𝑑𝛼𝑑𝛽. 

Daha sonra (21) düsturu vasitəsilə alırıq ki,  

∫ ∫ 𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 =  (24) 

= ∫ ∫ [∫ ∫ 𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

𝑄(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏]𝑑𝑥𝑑𝑡.  

Nəhayət, [1] işinə analoji olaraq isbat olunur ki,  

∫ ∫ 𝛿𝑧′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝛿𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 = 

= ∫ ∫ ∫ ∫ 𝛿𝑢′(𝜏, 𝑠)
𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 
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× [∫ ∫ 𝑄′(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2

𝑥

max(𝑠,𝛽)

𝑡1

max(𝜏,𝛼)

× 

× 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝛼, 𝛽)𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑥𝑑𝑡]𝑑𝑠𝑑𝜏𝑑𝛼𝑑𝛽. (25) 

İndi  

𝐾(𝜏, 𝑠, 𝛼, 𝛽) = − ∑ 𝑄′(𝑇𝑖, 𝑋𝑖, 𝜏, 𝑠)
𝜕𝜑2(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑗

𝑘

𝑖,𝑗=1

× 

× 𝑄(𝑇𝑗, 𝑋𝑗, 𝜏, 𝑠)𝛼𝑖(𝜏, 𝑠)𝛼𝑗(𝛼, 𝛽) + 

+∫ ∫ 𝑄′(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑧2

𝑥1

max(𝑠,𝛽)

𝑡1

max(𝜏,𝛼)

× 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝛼, 𝛽)𝑑𝑥𝑑𝑡 

şəklində matris funksiyanı daxil edək. 

Onda (23)-(25) eyniliklərini nəzərə almaqla (17) bərabərsizliyini 

∫ ∫𝛿𝑢′(𝜏, 𝑠)𝐾(𝜏, 𝑠, 𝛼, 𝛽)𝛿𝑢(𝛼, 𝛽)𝑑𝑠𝑑𝜏
 

𝐷

 

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+∫ [∫ ∫ 𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

𝑄(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)
 

𝐷

× 

× 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+∫ 𝛿𝑢′(𝑡, 𝑥)
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

 

𝐷

≤ 0 (26) 

kimi yaza bilərik. 

Beləliklə, aşağıdakı hökmün isbatı başa çatmışdır. 

Teorem 3. Baxılan məsələdə 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin optimal idarə olması üçün 

zəruri şərt (26) bərabərsizliyinin ixtiyari 𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑟 , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 üçün ödənməsidir. 

Optimallıq üçün isbat olunmuş bu zəruri şərt kifayət qədər ümumi olmaqla bərabər 

konstruktiv xarakter daşıyır. Özü də bu zəruri şərtdən daha asan yoxlanıla bilən zəruri şərt, 

xüsusi halda isə Lejandr-Klebş şərtinin (bax məsələn, [5]) analoqunu almaq olar. 

Tutaq ki, 𝑣 ∈ 𝑅𝑟 ixtiyari vektor, (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin 

ixtiyari Lebeq nöqtəsi, 𝜇 > 0 isə kafi qədər kiçik ixtiyari ədəd olub, 𝜃 + 𝜇 < 𝑡1, 𝜉 + 𝜇 < 𝑥1 

bərabərsizliklərini ödəyir. 

Fərziyyəyə görə 𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) ixtiyari mümkün variasiya olduğundan, onu 

𝛿𝑢 (𝑡, 𝑥; 휀) = {
𝑣, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷𝜇 = [𝜃,𝜃 + 𝜇) × [𝜉,𝜉 + 𝜇),

0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷\𝐷𝜇
 (27) 

düsturu ilə təyin etmək olar. 

Mümkün variasiyanın bu (27) düsturu ilə təyin olunmuş ifadəsini (26) bərabərsizliyində 

nəzərə alaraq, bəzi çevrilmələr aparsaq, görərik ki,  

휀2𝑣′
𝜕2𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))

𝜕𝑢2
𝑣 + 𝑜(휀2) ≤ 0. 
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Buradan isə 

𝑣′
𝜕2𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))

𝜕𝑢2
𝑣 ≤ 0 

bərabərsizliyi alınır. 

Teorem 4. Baxılan məsələdə 𝑢(𝑡, 𝑥) mümkün idarəsinin optimal idarə olması üçün 

zəruri şərt  

𝑣′
𝜕2𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))

𝜕𝑢2
𝑣 ≤ 0 (28) 

 

bərabərsizliyinin ixtiyari 𝑣 ∈ 𝑅𝑟 və (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) üçün ödənməsidir. 

Qeyd edək ki, bu (28) zəruri şərti Lejandr-Klebş şərtinin analoqudur. 

4. Klassik mənada məxsusi idarələrin tədqiqi. Göründüyü kimi (28) bərabərsizliyi 

optimallıq üçün ikinci tərtib zəruri şərtdir. Lakinbu zəruri şərt bəzən cırlaşa bilərək öz 

məzmunlu mahiyyətini itirə bilər. Belə hallara klassik mənada məxsusi hallar, uyğun 

idarələrə isə klassik mənada məxsusi idarələr deyirlər (bax məsələn, [5]). 

Qeyd edək ki, adi diferensial tənliklər sistemi ilə təsvir olunan optimal idarəetmə 

məsələlərində klassik mənada məxsusi idarələrin tədqiqi [5, 6] və sair işlərdə müxtəlif 

üsullarla tədqiq edilmişdir.  

Baxılan məsələ üçün optimallıq şərtləri ilk dəfə olaraq alınır.  

Tərif 1. Əgər 𝑣 ∈ 𝑅𝑟 və (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) üçün 

𝑣′
𝜕2𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))

𝜕𝑢2
𝑣 = 0  

bərabərliyi ödənərsə, onda 𝑢(𝑡, 𝑥) klassik ekstremalına baxılan məsələdə klassik mənada 

məxsusi idarə deyəcəyik.  

İndi fərz edək ki, 𝑢(𝑡, 𝑥) baxılan məsələdə klassik mənada məxsusi idarədir. Onda (17) 

bərabərsizliyində (27) düsturunu nəzərə alsaq görərik ki,  

∫ ∫ ∫ ∫ 𝑣′𝐾(𝜏, 𝑠, 𝛼, 𝛽)𝑣

𝜉+𝜀

𝜉

𝜃+𝜀

𝜃

𝑑𝑠𝑑𝜏

𝜉+𝜀

𝜉

𝜃+𝜀

𝜃

𝑑𝛼𝑑𝛽 + 

+2 ∫ ∫ [∫∫𝑣′
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝑄(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)

𝑥

𝜉

𝑡

𝜃

×

𝜉+𝜀

𝜉

𝜃+𝜀

𝜃

 

× 𝛿𝑢(𝜏, 𝑠; 휀)𝑑𝑠𝑑𝜏]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ 𝑣′
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜓(𝑡, 𝑥))

𝜕𝑢2
𝑣

𝜉+𝜀

𝜉

𝜃+𝜀

𝜃

𝑑𝑥𝑑𝑡 = 

= 휀4𝑣′𝐾(𝜃, 𝜉, 𝜃, 𝜉)𝑣 +
휀4

2
𝑣′
𝜕2𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝑄(𝜃, 𝜉, 𝜃, 𝜉)𝑣 + 𝑜(휀4) ≤ 0. 
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Bu bərabərsizlikdən 휀 > 0-ın ixtiyariliyinə əsasən aşağıdakı hökm alınır. 

Teorem 5. Klassik mənada məxsusi olan 𝑢(𝑡, 𝑥) klassik ekstremalının (1)-(3) məsələsində 

optimal idarə olması üçün zəruri şərt  

𝑣′ [𝐾(𝜃, 𝜉, 𝜃, 𝜉) +
1

2

𝜕2𝐻(𝜃, 𝜉, 𝑧(𝜃, 𝜉), 𝑢(𝜃, 𝜉), 𝜓(𝜃, 𝜉))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝑄(𝜃, 𝜉, 𝜃, 𝜉)] 𝑣 ≤ 0 

bərabərsizliyinin ixtiyari 𝑣 ∈ 𝑅𝑟, (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1) üçün ödənməsidir. 
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 Tartışma ve sonuçlar, 

•  İstinat Edebiyatı Rusça olduğu halde orjinal dili parantez içerisinde göstermekle yalnız Latin alfabesi ile ve-

rilmelidir. 

7. Şekil, Resim, Grafik ve Tablolar baskıda düzgün çıkacak nitelikte ve metin içerisinde olmalıdır. Şekil, Re-

sim ve grafiklerin yazıları onların alt kısımda yer almalıdır. Tablolarda ise başlık, tablonun üst kısmında 

bulunmalıdır. 

8. Kullanılan kaynaklar, metin dâhilinde köşeli parantez içerisinde numaralandırılmalı, aynı sırayla metin so-

nunda gösterilmelidir. Aynı kaynaklara tekrar başvurulduğunda sıra muhafaza edilmelidir. Örneğin: [7,seh.15].  

Referans verilen her bir kaynağın künyesi tam ve kesin olmalıdır. Referans gösterilen kaynağın türü de eserin tü-

rüne (monografi, derslik, ilmî makale vs.) uygun olarak verilmelidir. İlmi makalelere, sempozyum, ve konferanslara 

müracaat ederken makalenin, bildirinin veya bildiri özetlerinin adı da gösterilmelidir. 

Örnekler: 

a)  Makale: Demukhamedova S.D., Aliyeva İ.N., Godjayev N.M.. Spatial and Electronic Structure of Monomerik 

and Dimeric Conapeetes of Carnosine Üith Zinc, Journal of Structural Chemistry, Vol.51, No.5, p.824-832, 2010 

b)  Kitap: Christie ohn Geankoplis. Transport Processes and Separation Process Principles. Fourth Edition, Prentice 

Hall, p.386-398, 2002        

c)  Kongre: Sadychov F.S., Aydın C., Ahmedov A.İ. Appligation of Information-Communication Technologies 

in Science and education. II International Conference. “Higher Twist Effects In Photon- Proton Collisions”, 

Bakı, 01-03 Noyabr, 2007, ss 384-391 

Kaynakların büyüklüğü 9 punto olmalıdır. 

9. Sayfa ölçüleri; üst: 2.8 cm, alt: 2.8 cm, sol: 2.5 cm, sağ: 2.5 cm şeklinde olmalıdır. Metin 11 punto büyük-

lükte Palatino Linotype fontu ile ve tek aralıkta yazılmalıdır. Paragraflar arasında 6 puntoluk yazı mesa-

fesinde olmalıdır. 

10. Orijinal araştırma eserlerinin tam metni 15 sayfadan fazla olmamalıdır. 

11. Makaleler dergi editör kurulunun kararı ile yayımlanır. Editörler makaleyi düzeltme için yazara geri gönde-

rilebilir.     

12. Makalenin yayına sunuşu aşağıdaki şekilde yapılır: 

•  Her makale en az iki uzmana gönderilir. 

•  Uzmanların tavsiyelerini dikkate almak için makale yazara gönderilir. 

•  Makale, uzmanların eleştirel notları yazar tarafından dikkate alındıktan sonra Derginin Yayın Kurulu tarafından 

yayına sunulabilir. 

13. Azerbaycan dışından gönderilen ve yayımlanacak olan makaleler için,(derginin kendilerine gonderilmesi za-

mani posta karşılığı) 30 ABD Doları veya karşılığı TL, T.C. Ziraat Bankası/Üsküdar-İstanbul 0403 0050 5917 

No’lu hesaba yatırılmalı ve makbuzu üniversitemize fakslanmalıdır. 



 

ПРАВИЛА  ДЛЯ  АВТОРОВ 

1. «Journal of Baku Engineering  University» - Математики и информатики публикует оригинальные, 

научные статьи из области исследования автора и ранее не опубликованные. 

2. Статьи принимаются на английском языке.  

3. Рукописи должны быть набраны согласно программы Microsoft Word и отправлены на электронный 

адрес (journal@beu.edu.az). Отправляемые статьи должны учитывать следующие правила: 

 Название статьи, имя и фамилия авторов 

 Место работы 

 Электронный адрес 

 Аннотация и ключевые слова 

4. Заглавие статьи пишется для каждой аннотации заглавными буквами, жирными буквами и располага-

ется  по центру. Заглавие и аннотации должны быть представлены на трех языках. 

5.   Аннотация, написанная на языке представленной статьи, должна содержать 100-150 слов, набранных 

шрифтом 9 punto. Кроме того, представляются аннотации на двух других выше указанных языках, 

перевод которых соответствует содержанию оригинала. Ключевые слова должны быть представлены 

после каждой аннотации на его языке и содержать не менее 3-х слов. 

6. В статье должны быть указаны коды UOT и PACS. 

7. Представленные статьи должны содержать: 

 Введение 

 Метод исследования 

 Обсуждение результатов исследования и выводов. 

 Если ссылаются на работу на русском языке, тогда оригинальный язык указывается в скобках, а 

ссылка дается только на латинском алфавите. 

8. Рисунки, картинки, графики и таблицы должны быть четко выполнены и размещены внутри статьи. 

Подписи к рисункам размещаются под рисунком, картинкой или графиком. Название таблицы пишется 

над таблицей. 

9.  Ссылки на источники даются в тексте цифрой в квадратных скобках и располагаются в конце статьи 

в порядке цитирования в тексте. Если на один и тот же источник ссылаются два и более раз, необхо-

димо указать соответствующую страницу, сохраняя порядковый номер цитирования. Например: [7, 

стр.15]. Библиографическое описание ссылаемой литературы должно быть проведено с учетом типа 

источника (монография, учебник, научная статья и др.). При ссылке на научную статью, материалы сим-

позиума, конференции или других значимых научных мероприятий должны быть указаны название 

статьи, доклада или тезиса. 

Например: 

а)   Статья: Demukhamedova S.D., Aliyeva I.N., Godjayev N.M. Spatial and electronic structure of monomeric 

and dimeric complexes of carnosine with zinc, Journal of  Structural Chemistry, Vol.51, No.5, p.824-832, 

2010 

b) Книга: Christie on Geankoplis. Transport Processes and Separation Process Principles. Fourth Edition, 

Prentice Hall, 2002  

c) Конференция: Sadychov F.S, Fydin C,Ahmedov A.I. Appligation of Information-Communication Nechnologies 

in Science and education. II International Conference. “Higher Twist Effects In Photon-Proton Collision”, 

Bakı,01-03 Noyabr, 2007, ss.384-391  

Список цитированной литературы набирается шрифтом 9 punto. 

10. Размеры страницы: сверху 2.8 см, снизу 2.8 см, слева 2.5 и справа 2.5.  Текст печатается шрифтом Pala-

tino Linotype,  размер шрифта 11 punto, интервал-одинарный. Параграфы должны быть разделены 

расстоянием, соответствующим интервалу 6 punto. 

11. Полный объем оригинальной статьи, как правило, не должен превышать 15 страниц. 

12. Представление статьи к печати производится в ниже указанном порядке: 

 Каждая статья посылается не менее двум экспертам. 

 Статья посылается автору для учета замечаний экспертов. 

 Статья, после того, как автор учел замечания экспертов, редакционной коллегией журнала может 

быть рекомендована к печати. 
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