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AND ITS SOME APPLICATIONS 
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ABSTARCT 

In the paper we introduce an operator valued functions with the values from the space of linear bounded 

operators acting in some Hilbert space, determined is some domain of a complex plane, possessing some properties 

of the resolavent of the self-adjoint operator. By means of the generalized resolvent we construct some operator and 

prove and prove its self-adjointness. Using the properties of the resolvent of the newly constructed self-adjoints 

operator, the norm of the generalized resolvent is estimated from above. The obtained results are used for proving self-

adjointness of some singular differential operators that play important role in quantum mechanics . Note that these self-

adjoint operators correspond to self-adjoint extensions of symmetric differential operators with nonzero defect indeed 

that describe real physical processes.  

Key words: generalized resolvent, self-adjointness, symmetric expansion, quantum mechanics.  

ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТИЯ РЕЗОЛВЕНТЫ И ЕГО НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ 

АННОТАЦИЯ 

В работе вводится операторозначная функция со значениями из пространства линейных ограничен-

ных операторов действующих в некотором гильбертовом пространстве, определенная в некоторой области 

комплексной плоскости обладающая некоторыми свойствами резольвенты самосопряженного оператора. 

С помощью обобщенной резольвенты строится некоторый оператор и доказывается его самосопряжен-

ность. Используя свойства резольвенты новопостроенного самосопряженного оператора, оценивается 

сверху норма обобщенной резольвенты. Полученные результаты применяются для доказательства само-

сопряженности некоторых сингулярных дифференциальных операторов, которые играют важные роли в 

квантовой механике. Отметим, что эти самосопряженные операторы соответствуют те самосопряженные 

расширении симметрических дифференциальных операторов с ненулевыми индексами дефекта, которые 

описывают реальные физические процессы. 

Ключевые слова: обобщенная резольвента, самосопряженность, симметрическое расширение, 

квантовая механика. 

ÜMUMILƏŞMIŞ REZOLVENT ANLAYIŞI VƏ ONUN TƏTBIQLƏRI  

XÜLASƏ 

İşdə kompleks müstəvinin müəyyən bir oblastında təyin olunmuş və öz-özünə qoşma operatorun rezolven-

tasının bəzi xassələrini ödəyən, qiymətləri müəyyən bir Hilbert fəzasında təsir edən xətti məhdud operatorlar fə-

zasından olan operator qiymətli funksiya daxil olunur. Ümumiləşmiş rezolventanın köməyi ilə yeni bir operator 

qurulur və onun öz-özünə qoşmalığı isbat olunur. Bu yeni qurulmuş öz-özünə qoşma operatorun rezolventasının 

xassələrindən istifadə edilərək ümumiləşmiş rezolventanın norması yuxarıdan qiymətləndirilir. Alınan nəticələr 

kvant mexanikasında mühüm rol oynayan bəzi sinqulyar diferensial operatorların öz-özünə qoşmalığını isbat 

etmək üçün tətbiq edilir. Qeyd edək ki, bu öz-özünə qoşma operatorlar defekt indeksləri sıfır olmayan simmetrik 

diferensial operatorların o öz-özünə qoşma genişlənmələridir ki, onlar real fiziki prosesləri təsvir edir.  

Açar sözlər: ümumiləşmiş rezolventa, öz-özünə qoşmalıq, simmetrik genişlənmə, kvant mexanikası. 
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1.Introduction 

Denote by  A  a spectrum of the self-adjoint operator A , acting in Hilbert space H . 

We have the following  

Conjecture 1.1(see. [1, p.9]). For any complex number   and for any elements from the 

domain of definition  AD  of the operator A  the following inequality is valid  

     uEAuAdist  , , (1.1) 

where E - is a unit operator,  -is the norm in Hilbert space H  and  

  
 





 A

Adist inf, . 

This conjecture plays an important role in spectral theory of self-adjoint operator for two 

reasons. Frist of all, this conjecture allows to localize the spectrum of the self-adjoint 

operator, secondly, by means of the quasimode one can find approximate eigenvalues of this 

operator. Recall that the normed element u  (i.e. 1u ) from the domain of definition of 

the operator A  is said to be a quasimode if      uEA , where   is a positive number. 

From inequality (1.1) it follows that if u  is a quasimode of the complex number  , then  

    Adist , , 

i.e. the number   is in the   vicinity of the spectrum A . 

Note that theory of quasimode plays an important part when studying surface 

superconductivity in super-conductive materials of II kind (see, [1-4]). The greatest lower 

bound of the spectrum of the magnetic Sihrodinger operator can be estimated by means of 

quasimode (see., [5-8]).  

 If we put  uEAg  , then from (1.1) we get: 

  
g

Adist
gR




,

1
 . 

Hence we have  

 
  Adist

R



,

1
  , (1.2) 

where the number   belongs to the resolvent set  A ,   1
 EAR   is the resolvent of 

the self –adjont operator A . It is known that the resolvent R  of the self-adjoint operator A , 

in addition to property (1.2) has the following properties as well. 

1) For any number   and   from the resolvent set  A  the following Hilbert relation 

(see., [9,p. 136]) is valid: 

    RRRR  . 

2) For any number   from the resolvent set  A  the following equality (see., [9,p. 138]) 

is valid: 
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 
 RR 


, 

where  is a comples number adjoint to  ,  R  is an operator adjoint to R . 

The goal of the paper is to introduce an operator-valued function ( we call it a generalized 

resolvent with the values from the space of linear bounded operators acting in some Hilbetr 

space, determined in some domain of the complex plane, proceeding from properties 1) and 2) of 

the resolvent of the self-adjoint operator. By means of the generalized resolvent to construct a 

family of operators determined in a complex plane, to prove independence of their domain of 

definition of the argument, to estimate the norm of the generalized resolvent and to use the 

obtained results for proving self-adjointness of some singular differential operators that play an 

important part in quantum mechanics. 

 2.  Formulation and proof of the main result.  

By  HL  we denote a space of linear bounded operators acting in Hilbert space H . 

Definition 2.1. The operator-valued function  zf  determined in some domain   of the 

complex plane C , with the values from the space  HL  satisfying the conditions: 

)i  for arbitrary elements 
1z  and 

2z  from the domain    

         121212 zfzfzzzfzf  ; 

)ii  for some value  0zz  the operator  0zf  has an inverse operator  0

1 zf   

(generally speaking, unbounded); 

)iii  there exists a complex number   from the domain   such that   and 

    ff  , is called a generalized resolvent. 

Theorem 2.2. Let  zf  be a generalized resolvent determined is some domain   of a complex plane. 

Then the followings are valid: 

)a  at each point z  of the domain  there exists an inverse operator  zf 1 ; 

)b  the domain of definition of the operators     zEzfzA  1  is independent of z ; 

)c  the family of operators  zA  is independent of z ; 

)d the operator  zAA   is closed and its domain of definition is everywhere dense in H ; 

)e  the operator A  is self-adjoint ; 

)f  the following inequality is valid 

 
  Adist

zf
,

1
  . 

Proof. The existence of the inverse operator  0

1 zf   follows from condition )ii . Let z  be 

an arbitrary element from  , that differs from 0z . Show that from the equality   0hzf  it 

follows 0h . From condition )i  we have  

         hzfzfzzhzfhzf 000  . (2.1) 
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As condition )i  yields that the operator,  zf  and  0zf  are permulational, then from (2.1) 

it follows that   00 hzf . According to condition )ii hence it follows that 0h . Consequently, 

for any element z  from the domain   there exists an inverse operator  zf 1 . 

 We now prove that the domain of definition   zAD  of the family of operators  

       zzEzfzA 1  

is independent of z . Let 
1z  and 

2z  be arbitrary complex numbers from the domain  , and 

  1zADg . Then these exists an element   from space H  such that  1zfg  . From 

condition )i  we have  

            212121 zfzfzzzfzfg  , (2.2) 

where     121 zfzz  . From (2.2)it follows that   2zADg . So , we proved that any 

element entering into the set   1zAD , enters into the set   2zAD  as well, i.e. 

      21 zADzAD  . (2.3) 

From equivalence of the numbers 
1z  and 

2z  it follows that the inverse imbedding is valid as 

well  

      21 zADzAD  . (2.4) 

From comparison of (2.3) and (2.4) we get 

     21 zADzAD  , 

i.e. the domain of definition of the family of operators  zA  is independent of z . 

For proving statement )c  we use the formula  

         121212 zfzfzzzfzf  , 

where 
1z  and 

2z  are arbitrary complex numbers from the domain  . From this relation we 

get : 

      Еzzzfzf 122

1

1

1   . (2.5) 

According to the definition of the operator  zA , from equality (2.5) we have  

          EzzfEzzfzAzA 11

1

22

1

12  

      0121

1

2

1   Ezzzfzf . 

Hence, taking into account arbitrariness of the numbers 1z  and 
2z , we get statement )c . We 

denote the general value of the family of operators  zA  by A . We prove )d . From statement 

)c  it follows that     EfAA   1 , where   is a complex number that participates in 

condition )iii . Denote by  AD  as usual, the domain of definition of the operator A , by 

  fR  the range of values of the operator  f  , by    fR - an orthogonal supplement to 

  fR . Show that the kernel  
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     0:   hfHhfKer   

of the operator  f  consists only of the element 0 . Assume that    fKerh . Then 

condition )iii  yields that   fKerh . From statement )a  it follows that     0fKer . 

Consequently,     0 fKer . From the equality  

       
 fKerfR  

It follows that the range of value of the operator  f  is everywhere dense in H . Hence 

and from the equality   EfA   1  it follows that the range of values of the operator A  is 

everywhere dense in H . Since  f  is closed and  1f  exists, then  1f  is also closed. 

Consequently, the operator A  is closed as well. By the same token, statement )d  is proved.  

 Prove statement )e . Let the complex number   satisfy the condition )iii . Using 

statement )c and the known facts from functional analysis, we get the equality  

          
 EfEfAA  11  

        AAEfEf 
 

11
. 

By the same token we proved statement )e .  

 Using the definition of the operators     zEzfzAA  1  and   1
 zEARz  and 

applying estimation (1.2), we get the proof of statement )f  of the theorem. 

The Theorem is proved.  

3.  Applications  

Example . The case when the potential is concentrated on the plane .  

Applying the successive approximations method it is easy to prove that for any function 

 x  from  3

2 RL  the equation  

 
   

   
  


 



321321
2

3

2

22

2

11

21 ;;
4

1
;0;;

3

2
3

2
22

2
11

dydydyyyy
yyxyx

e
zxx

R

yyxyxz




  

   

   
  2121

2

22

2

11

;0;;
4

1

2

2
22

2
11

dydyzyy
yxyx

e

R

yxyxz


  




 

for sufficiently large real z  has a unique solution from  3

2 RL . Hence it follows that there exists 

a sufficiently large positive M  such that the integral operator  zf  with the kernel  

 
   

    2

3

2

22
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xyxyxz
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in the domain   ,\ MC  of the complex plane satisfies the theorem conditions. This 

means that the operator A  acting by the rules  
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       xxxxA  03   

with domain of definition  

                3

23

33

2 0: RLxxxRCRLxAD    

is a self-adjoint operator in space  3

2 RL . ( Here   3

321 ;; Rxxxx  ,   is a Laplace operator 

,  03 x  is Dirac’s function concentrated on the plane 03 x ). Note that the operator A  is 

one of the self-adjoint extensions of the symmetric operator B  acting by the rules 

   xxB    with domain of definition  

            3

221

3

2 ,00;;: RLxxxRLxBD    

with deficiency index  ,  (see., [10]). 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ К РЕШЕНИЮ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ И ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С 

НЕРЕГУЛЯРНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

Э.А. ГАСЫМОВ 

Бакинский Государственный Университет  

Баку, АЗЕРБАЙДЖАН 

gasymov-elmagha@rambler.ru 

РЕЗЮМЕ 

В работе рассматривается смешанная задача для эллиптических и гиперболических уравнений с не-

регулярными граничными условиями. В таких случаях для «произвольной» функции ],[),( baxxfy   

классическая формула разложения Брикгофа–Тамаркина по вычетам функции Грина спектральной 

задачи отсутствует и для получения этой формулой разложения некоторые авторы на функции )(xfy 

налагают дополнительные однородные граничные ограничения (условия (с)), которым может и не удов-

летворять решение рассматриваемой смешанной задачи. 

В настоящей работе на решение смешанной задачи, не налагая дополнительные однородные грани-

чные ограничения вида (с), с помощью метода конечного интегрального преобразования получается ана-

литическое представление решения рассматриваемой смешанной задачи. 

Ключевые слова: конечное интегральное преобразование, не регулярные граничные условия. 

SONLU İNTEQRAL ÇEVİRMƏ METODUNUN ELLİPTİK VƏ HİPERBOLİK TƏNLİKLƏR ÜÇÜN                    

QEYRİ-REQULYAR SƏRHƏD ŞƏRTLİ QARIŞIQ MƏSƏLƏNİN HƏLLİNƏ TƏTBİQİ 

XÜLASƏ 

Məqalədə elliptik və hiperbolik tənliklər üçün qeyri-requlyar sərhəd şərtli qarışıq məsələyə baxılır. Belə 

halda “ixtiyari” ],[),( baxxfy   funksiyası üçün uyğun spektral məsələnin Grin funksiyasının çıxıqları 

üzrə Brikhof –Tamarkinin klassikayrılış düsturu öz gücündə qalmır. 

Bəzi müəlliflərbu ayrılış düsturunu almaq üçün )(xfy  funksiyasının sərhəd qiymətlərinin üzərinə 

bircins məhdudiyyətlər qoyurlar ki, ((c)-şərtləri), baxılan qarışıq məsələnin həlli bu şərtləri ödəməyədə bilər. 

İşdə qarışıq məsələnin həllinin sərhəd qiymətlərinin üzrərinə əlavə (c) şəkilli bircins məhdudiyyətlər 

qoymadan sonlu inteqral çevirmə metodunun tətbiqi ilə baxılan qarışıq məsələnin həllinin anlatik ifadəsi alınır. 

Açar sözlər: sonlu inteqral çevirmə, qeyri-requlyar sərhəd şərtləri.  

APPLICATION OF FINITE INTEQRAL TRANSFORMATION METHOD FOR ELLIPTIC AND HIPERBOLIK 

EQUATIONS TO THE SOLUTION OF A MEXED PROBLEM ÜITH NON-REQULYAR BOUNDARY CONDITIONS 

ABSTARCT 

In the paper we consider a mixed problem for elliptic and hyperbolic equations with irregular boundary 

conditions. In such cases for an “arbitrary” function ],[),( baxxfy   the classic Brikhoff –Tamarkin expansion 

formula on residue of the Green function of a spectral problem cloes not exist and for obtaining this expansion formula 

some authors impose on the function ]),([)( baCxfy k  additional homogeneous restrictions (condition (e)) that 

might not satisfy the solution of the considered mixed problem. 

In the present paper, not imposing additional boundary restrictions of the form © on the solution of the mixed 

problem, by means of the finite integral transformation method we obtain analytic representation of the solutions of the 

consider mixed problem.  

Keywords: finite inteqral transformation, non-requlyar boundary conditions. 
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При решении смешанных задач для дифференциальных уравнений в частных про-

изводных с нерегулярными граничными условиями ( которых называем условиями (А)), 

в [6] при гиперболическом случае формально применяя интегральное преобразование 

Лапласа к смешанную задачу получается соответствующая спектральная задача. В 

таких случаях для «произвольной» функции ],[),( baxxfy  классическая формула 

разложения Брикгофа [2]- Тамаркина [3]-Наймарка [4]-Расулова [5] повычетом [1] функ-

ции Грина спектральной задачи, вообще говоря, отсутствует. В [6] на функции 

]),([)( baCxfy k  добавляя дополнительные однородные граничные ограничения вида 

  )),((,,...,1,0)()()( )()(

0

сусловияmlbfaffE s

ls

s

ls

k

s
l 




 

( ls , ls -некоторые числа;k,m-натуральные числа) для )(xf  получается классичес-кая 

формула разложения Брикгофа - Тамаркина и используясь этой формулой решается 

рассматриваемая смешанная задача. Для применимости этой схематически априорно 

должно быть предположено, что искомое решение ),( txu в любой момент времени ,t  

должно удовлетворять u заданным нерегулярным граничным условиям (А) и дополни-

тельно при любом 0t  по х должно удовлетворять однородным граничным условиям 

(с). А если при постановке смешанной задачи априорно предполагать, что решение 

),( txu  рассматриваемой смешанной задачи удовлетворяет и нерегулярным граничным 

условиям (А) и в любой момент времени 0t по ],[ bax  удовлетворяет однородным 

граничным условиям (с), то такая постановка смешанной задачи некорректно. 

В настоящей работе на решение смешанной задачи не налогая дополнительные од-

нородные граничные ограничения вида (с), с помощью метода конечного интегрального 

преобразования решается смешанная задаче с нерегулярными граничными условиями. 

Для простаты записи, обсуждений и доступности широких круг читателей сказан-

ные объясняем на следующих модельных смешанных задачах для эллиптических и 

гиперболических уравнений с нерегулярными граничными условиями. 

Постановка задачи. Найти решение эллиптического уравнения 
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u
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
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или гиперболического уравнения 
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  (1.2) 

удовлетворяющее граничным условиям 
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и начальным условиям  
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где )(),(),,( xfttxF kj известные непрерывные функции в ];,0[]1,0[ T ),0( aa )0( TT  

некоторые положительные числа; )2,1(),,(  ktxuu k  искомое классическое решение, 

соответственно. 

Решение. Пусть задача ),2,1(),.1( kk (2),(3) имеет классическое решение ),( txuu k

.Применяя конечное интегральное преобразование 

 
   (,)(
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deK
t

комплексный параметр) (4) 

к ),2,1(),.1( kk  (2) с учетом (3), соответственно, имеем 
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Задачу (5.к),(6) называем параметрической задачей, соответствующая задачам (1.к), 

(2),(3), где .2,1k Для решения задачи (5.к),(6), сначала решаем соответствующую неод-

нородную спектральную задачу 
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где 21,  некоторые числа, ]).1,0([)( Cx   

Система фундаментальных частных решений однородного уравнения, соответству-

ющая (7.к), будет 
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Знаменатель функции Грина задачи (7.к), (8) будет 

),1(,2)(,)()( 111   kприeeia iaia    (9.1) 

).2(,2)(),()( 222   kприeea aa    (9.2) 

Фундаментальное решение уравнения (7.к) будет 
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Следовательно  
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При  

0)(  k (10) 

задача (7.к), (8) имеет единственное решениеи она представляется формулой [7] 
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Пользуясь результатами работ [7], получаем, что корни ),,...,1,;2,1( 00
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В силу асимптотики (14.к) в [7] установлено, что: 

Утверждение 1.Существуют последовательности типа окружности расширяющихся 

замкнутых концентрических (включенные друг в друга) гладких контуров ,)(k

  с радиусами 

||min)(  kR при )(k

   и центрами в начале координат, что  
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Пользуясь утверждение 1, способом, изложенным в [7], доказывается следующая 

Теорема 1. Пусть 0a . Тогда, если )(xf кусочно дифференцируемая функция в 

отрезке [0,1], то при )2,1(,10  kx  имеют место равенства 
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а если )(xf -кусочно дифференцируемая функция до второго порядка включительно в 

отрезке [0,1], то при 10  x  и имеют место равенства 
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Замечание 1.При решении смешанных задач с нерегулярными граничными условиями 

для получения классической формулы разложения Брикгофа-Тамаркина через функции Грина 

),,( xG  имеем  
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где ),( xM l  некоторые «плохие» функции в том смысле, что либо эти пределы 
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
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не существуют, либо не невозможно показать существования этих пределов, а ),( xQ - «хоро-

шая» функция, которая приводит к цели. Чтобы избавится из этих «плохик» слагаемых 

некоторые авторы (см. напр.[6]) принимают выполнимость дополнительных ограничений 
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вида (с). Но фактически, это ограничения (с) можно обойти. Выясним сказанные для нашей 

задачи. Для задачи (1.2), (2), (3) в области 0Re   будет 
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а ),( xQ  «хорошая» слагаемая которая приводит к цели. В первоначальном взгляде кажется, 

чтобы избавится от первого «плохого» слагаемого мы доложены принят ограничения 
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Если к граничным условиями (2) добавим и ограничение (с.2).то при такой постановке 

смешанная задача (1.к), (2), (с.2), (3)-не корректна. 

Обратим внимание на равенство (13.2). В этом равенстве неизвестная функция ),( txu  

участвует в виде разности 
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и в правой части получается «хорошая» функция, которая приводит к цели. 

Пользуясь утверждением теоремы 1 из (13.к), имеем справедливость следующая 

 Теорема 2.Пусть 0a  и функции ),( txF ),2,1(),( jtj )1,0(),( mxfm известные и 

непрерывные в ],0[]1,0[ T . Тогда, если смешанная задача (1.к), (2),(3) с нерегулярными 

граничными условиями имеет классическое решение ),,( txuu k  то оно единственное и это 

решение представляется формулой 
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где .2,1k  
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Добавляя некоторые ограничения не функции ),( txF ),2,1(),( jtj )1,0(),( mxfm

способом изложенным в [7], легко убедится, что функция ),,( txuu k определяемая 

формулой (16), на самом деле является классическим решением смешанной задачи, 

(1.к), (2), (3) с нерегулярными граничными условиями, соответственно. 
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АННОТАЦИЯ 

В работе рассматриваются модифицированные уравнения Матье. При этом исследуются оператор Матье 

на всей оси, а также операторы Матье на полуоси с условиями Дирихле и Неймана в нуле. Доказано, что 

спектры операторов Матье на полуоси состоят из простых собственных значений. При помощи принципа 

минимакса получены априорные оценки относительно собственных значений операторов Матье на полуоси и 

одномерного оператора Шредингера с растущим потенциалом. С помощью этих априорных оценок получены 

асимптотические формулы для собственных значений операторов Матье на полуоси. Установлено, что спектр 

оператора Матье на всей оси состоит из объединения спектров операторов Матье на полуоси. На основании 

этой связи найдена асимптотика собственных значений оператора Матье на всей оси на бесконечности.  

Ключевые слова: уравнение Матье, функции Матье, уравнение Шредингера, собственные значения. 

ABOUT ASYMPTOTICS OF THE EIGENVALUES OF THE MODIFIED MATHIEU OPERATOR 

ABSTRACT 

The paper considers modified Mathieu equations. In this case, we study the Mathieu operator on the entire axis, 

as well as the Mathieu operators on the semiaxis with the Dirichlet and Neumann conditions at zero. It is proved that 

the spectra of Mathieu operators on the half-axis consist of simple eigenvalues. Using the minimax principle, a priori 

estimates are obtained for the eigenvalues of the Mathieu operators on the semi-axis and the one-dimensional 

Schrödinger operator with increasing potential. Using these a priori estimates, asymptotic formulas are obtained for the 

eigenvalues of the Mathieu operators on the semi-axis. It is established that the spectrum of the Mathieu operator on the 

entire axis consists of the union of the spectra of the Mathieu operators on the semi-axis. Based on this connection, the 

asymptotic behavior of the eigenvalues of the Mathieu operator on the entire axis at infinity is found. 

 Keywords: Mathieu equation, Mathieu functions, Schrodinger equation, eigenvalues 

MODİFİKASİYA OLUNMUŞ MATYE OPERTORUNUN MƏXSUSİ ƏDƏDLƏRİNİN                       

ASİMPTOTİKASI HAQQINDA 

XÜLASƏ 

Modifikasiya olunmuş Matye tənliklərinə baxılmışdır. Bu zaman bütün oxda Matye operatoru, həmçinin sıfır 

nöqtəsində Dirixle və Neyman şərtləri ilə yarım oxda verilmiş Matye operatorları araşdırılır. Yarım oxda təyin olunmuş 

Matye operatorlarının spektrlərinin sadə məxsusi ədədlərdən ibarət olduğu isbat edilmişdir. Minimax prinsipindən 

istifadə edərək yarım oxda Matye operatorlarının və artan potensialı olan bir ölçülü Şredinger operatorunun məxsusi 

ədədləri üçün aprior qiymətləndirmələr tapılmışdır. Bu cür aprior qiymətləndirmələrdən istifadə edərək yarım oxda 

Matye operatorlarının məxsusi ədədləri üçün asimptotik düsturlar alınmışdşr. Bütün oxdakı Matye operatorunun 

spektrinin yarım oxdakı Matye operatorlarının spektrlərinin birləşməsindən ibarət olduğu müəyyən edilmişdir. Bu 

əlaqə əsasında, bütün oxda Matye operatorunun məxsusi ədədlərinin sonsuzluqdakı asimptotikası tapılmışdır. 

Açar sözlər: Matye tənliyi, Matye funksiyaları, Şredinger tənliyi, məxsusi ədədlər. 

 

Введение и основной результат 

Дифференциальные уравнения Матье часто возникают при решении научных и 

инженерных проблем (см.    41  ). Наиболее интересным примером является  2  задача 
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о колебаниях эллиптической мембраны. Уравнения Матье возникают также при изуче-

нии распространения электромагнитных волн в эллиптическом цилиндре, при расс-

мотрении поверхностных волн жидкости в сосуде, имеющем форму эллиптического 

цилиндра, и при решении ряда других вопросов (см.    75  ).  

Каноническое уравнение Матье имеет вид  

    xyyxqy ,cos  , (1) 

где q и  - некоторые параметры. Для уравнения (1) детально изучены    41   решения, 

отвечающие собственным значениям параметра , которым соответствуют четные 

 qzcem , и нечетные  qzsem ,  периодические решения с периодом  и 2 . Набор собс-

твенных значений, соответствующих четным функциям обозначается через ,...,, 210 aaa , 

а нечетным- через ,...,, 210 bbb . В работах    41   изучено асимптотическое поведение 

собственных значений nn ba ,  при n .  

Рассмотрим модифицированное уравнение Матье  

 
   xyyqchxy , , (2) 

где 0q - заданное число, а  - спектральный параметр. В пространстве   ,2L  

рассмотрим самосопряженный оператор qchx
dx

d
H 

2

2

. Так как chx при 

x , то спектр оператора H состоит  8  из простых вещественных собственных зна-

чений ,...2,1,0, nn ,сгущающихся к  , причем 0inf 


qqchx
x

n .  

В настоящей работе изучена асимптотика собственных значений ,...2,1,0, nn при 

n . Насколько нам известно, эта задача раньше не рассматривалась.  

Сформулируем основной результат данной работы.  

Теорема. Для собственных значений ,...2,1,0, nn  оператора H имеет место асимп-

тотическая формула 

 
n

n

n
n ,

ln2
~


  . (3) 

Доказательство теоремы 

В пространстве  ,02L  рассмотрим самосопряженный оператор Ĥ , порожден-

ный левой частью уравнения (2) и граничным условием  

     0sin0cos0   yy , (4) 

где  - действительное число. Из того, что chx при x вытекает 8 , что спектр 

оператора Ĥ  состоит из простых вещественных собственных значений ,...2,1,0,ˆ nn , 

которые стремятся к  при n . Вводим также самосопряженный оператор aH , 

порожденный в пространстве  ,02L  дифференциальным выражением  

 yaeyyl x

a   (4) 
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и граничным условием (4), где a - положительное число. Так как xe  при x , 

то спектр оператора aH  дискретен  8  и имеет единственную предельную точку на бес-

конечности. Обозначим через   ,...2,1,0,  nann   собственные значения оператора 

aH . Очевидно, что 0inf
0




aaex

x
n . 

 Рассмотрим одномерное уравнение Шредингера 

  xyyaey x 0, . (5) 

С непосредственной проверкой убеждаемся, что одним из решений этого уравне-

ния является функция  

 













 2

2
2,

x

i
eaKxf


 , 

где  zK - модифицированная функция Бесселя второго рода (см.    9,1 ), т.е. решение 

уравнения  

  0222  uzuzuz  . 

Известно   9,1 , что при каждом 0z  функция  zK  является целой функцией 

индекса . Следовательно, при каждом фиксированном  xx 0, , решение  ,xf
 

служит целой функцией относительно . Пользуясь известным (см.  1 ) асимптотичес-

ким равенством  

       zzOe
z

zK z ,1
2

1


, 

находим, что для каждого фиксированного   решение  ,xf  принадлежит прост-

ранству  ,02L . Откуда следует, что собственные значения оператора aH  совпадают с 

нулями функции        sin,0cos,0 ff  . 

Исследуем теперь асимптотику собственных значений n . Так как функция   xaexq 

удовлетворяет всем условиям теоремы 7.3 из монографии  10 (см. также  11 ), то имеем 

 



nndxae
na

x

n ,~

1ln

0





. (6) 

 Далее, заметим, что 
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dxttdxae
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
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 (7) 

Так как функция      uuuuG  11ln11ln12  служит первообразной 

функции   uuug  11 , то из формулы (7) имеем 














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






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

nOdxae nn
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x
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,
ln

1
1ln
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0

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

. 
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Сопоставляя это соотношение с (6), получаем 

    nonnn ,11ln  . 

Если теперь n ищем в виде  nn
n

n





  1

ln
, то из последнего равенства легко вы-

вести соотношение    non ,1 . Следовательно, для нулей функции    aKf
i

2,0
2 

  , 

т.е. для собственных значений оператора aH  верно асимптотическое равенство  

 n
n

n
n ,

ln
~


 . (8) 

Далее, полагая 
2

1

q
aa   и qaa  2

, находим, что  

21

ˆ
aa HHH  . 

Тогда в силу принципа минимакса (см.    13,12 ) имеем  

   21
ˆ aa nnn   . 

Из последнего неравенства и (8) вытекает, что  

 n
n

n
n ,

ln
~ˆ 

 . (9) 

Рассмотрим теперь в пространстве  ,02L  самосопряженные операторы 

  00,  yyqeyyH x

D
 и   00,  yyqeyyH x

N
, которые являются частными случая-

ми оператора Ĥ . Обозначим через  Dn  и  Nn , ,..2,1,0n  собственные значения 

операторов
DH  и NH  соответственно. В силу (9) имеем 

 
 

  .,
ln

~

,,
ln

~
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n
n

n
N

n
n

n
D

n

n







. (10) 

С другой стороны, как показано в  2 , уравнение (2) при каждом  и q имеет реше-

ние   ,x , представимое в виде 
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Очевидно, что при каждом x  решение   ,x  является целой функцией относи-

тельно  . В силу (11) при каждом фиксированном   функция   ,x  принадлежит 

пространству  ,02L . Отсюда следует, что собственные значения операторов
DH  и 

NH  совпадают с нулями функций   ,0  и   ,0  соответственно. Кроме того, ввиду 

четности функции chx  решением уравнения (2) является также   ,x . Как явствует 

из последнего, собственные значения оператора H  совпадают с нулями функции 

      ,,, xx  , где vuvuvu , . Так как вронскиан двух решений уравне-

ния (2) не зависит от x , то получим       ,0,02  . Таким образом, спектр опе-

ратора H  совпадают с собственными значениями операторов
DH  и NH . Полагая 

    ,...2,1,0,, 122   nND nnnn  , из (10) получаем (3). Тем самым теорема доказана.  
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА И ИССЛЕДОВАНИЕ СОБОГО В КЛАССИЧЕСКОМ 

СМЫСЛЕ УПРАВЛЕНИЯ В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ                      

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Ш.М. РАСУЛЗАДЕ 

Институт систем управления НАН Азербайджана 
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АННОТАЦИЯ 

Встатье рассматривается одна нелинейная задача оптимального управления системами с распреде-

ленными параметрами с двумя группами управляющих параметров. Предполагая открытость областей 

управлениядоказан аналог уравнения Эйлера и установлено небходимое условие оптимальности второго 

порядка.Изучен случай классически особых управлений. 

Ключевые слова: необходимое условие оптимальности, допустимое управление, аналог уравнения 

Эйлера, вариация функционала, необходимое условие оптимальности второго порядка, особое в класси-

ческом смысле управление, многоточечное необходимое условие оптимальности. 

THE SECOND ORDER NECESSARY OPTIMALITY CONDITIONS AND INVESTIGATION SINGULAR              

IN CLASSICAL SENCE CONTROLS IN ONE OPTIMAL CONTROL PROBLEMS 

ABSTRACT 

The article considers one nonlinear optimal control problem of systems with distributed parameters with 

two groups of control parameters. Assuming the openness of the control domains, an analogue of the Euler equa-

tion is provide and the necessary second-order optimality condition is established. The case of classically since 

controls is studied. 

Keywords: necessary optimality condition, admissible control, analogue of the Euler equation, functional 

variation, second-order necessary optimality condition, singular control in the classical sense, multi-point necessary 

optimality condition.  

BİR OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ OPTİMALLIQ ÜÇÜN İKİNCİ TƏRTİB ZƏRURİ                 

ŞƏRTLƏR VƏ KLASSİK MƏNADA MƏXSUSİ İDARƏLƏRİN TƏDQİQİ 

XÜLASƏ 

Məqalədə iki qrup idarəedici parametrli, paylanmiş parametrli bir qeyri-xətti optimal idarəetmə məsələsinə 

baxılır. İdarəetmə oblastının açıq olmasını qəbul edərək Eyler tənliyinin analoqu isbat olunmuş və optimallıq üçün 

ikinci tərtib zəruri şərtlər alınmışdır. Klassik mənada məxsusi idarə halı öyrənilmişdir. 

Açar sözlər: zəruri optimallıq şərti, yol verilən nəzarət, Euler tənliyinin analoqu, funksional dəyişkənlik, ikinci 

dərəcəli zəruri optimallıq şərti, klassik mənada tək nəzarət, çox nöqtəli zəruri optimallıq şərti. 

 

1. Введение и постановка задачи. Пусть управляемыйнепрерывный процессв 

заданной области описывается системойнелинейных дифференциальных уравнений 

 
          1010 ,,,,,,,,

,
xxttXTDxttuxtzxtf

t

xtz




 , (1) 

   ,,0 xyxtz  Xx , (2) 

    xvxyxg
x

y
,,



 , Xx , (3) 

  yxy 0
. (4) 
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Здесь  xy  – n -мерный начальный вектор, y  – начальное состояние, 0t , 
1t , 0x , 

1x  

заданные числа, причем 10 tt  , 10 xx  ,  uxtf ,,   vyxg ,,  заданная n -мерная вектор-

функция непрерывная в rn RRXT   qn RRX   вместе с частными производными 

по     vyuz ,,  до второго порядка включительно,  tu   xv  кусочно-непрерывный (с 

конечным числом точек разрыва первого рода) r  q -мерный вектор управляющих воз-

действий принимающая в каждый момент Tt  Xx  свои значения из заданного не-

пустого, ограниченного и открытого множества rRU   qRV  , то есть 

  ,, TtRUtu r   (5) 

  ., XxRVxv q   (6) 

Пару управляющих функций     xvtu  , , удовлетворяющий вышеприведенным 

условиям назовем допустимым управлением. 

Под решением системы уравнений (1)-(4), соответствующее допустимому управле-

нию     xvtu  ,  понимается кусочно-гладкая по t  и непрерывная по x  вектор-функция 

 xtz ,  и кусочно-гладкая по x  вектор-функция  xy  которые удовлетворяют соотно-

шениям (1.1)-(1.4). 

 Предполагается, что при каждом фиксированном допустимом управлении     xvtu  ,  

задача аналог задачи Коши (1)-(4) имеет единственное решение     xyxtz  ,, . 

Пусть  y ,  zxG ,  заданные и непрерывные в nR , nRX   соответственно вместе с 

y , 22 y  , zG  , 22 zG   скалярные функции. 

На решениях системы (1)-(4) соответствующие всевозможным допустимым управ-

лениям определим терминального типа функционал 

       
1

0

,,, 11

t

t

dxxtzxGxyvuI  . (7) 

Задача. Среди допустимых управлений найти такое, при котором значение функ-

ционала минимален. 

Допустимое управление     xvtu  ,  и, соответствующую ему решение     xyxtz  ,,  

систему уравнений (1)-(4), которые минимизируют функционал (1.7) назовем соответс-

твенно оптимальными управлениями и состояниями. 

Вработе[1] рассмотрена одна задача оптимального управления, описываемая сис-

темой дифференциальных уравнений вида (1), (3) с краевыми условиями (2), (4)но дру-

гого типа функционалом качества. С помощью аналога метода Дуовицкого–Милюти-

на[2] получены ряд необходимых условий оптимальности первого порядка типа прин-

ципа максимума Понтрягина[3,4].Врассматриваемой задачепри предположении откры-

тости областей управления применяя модифицированный вариант метода прираще-

ний установлены ряд необходимых условий оптимальности первого и второго поряд-

ков и исследован классически особый случай[4-6.]. 

2. Первая и вторая вариации (в классическом смысле) функционала качества. 

Считая         xyxtzxvtu  ,,,,  фиксированным допустимым процессом через 
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                  ,,,,,, xtzxtzxtzxvxvxvtututu        xyxyxy    

обозначим произвольный допустимый процесс и введем аналоги функций Гамильтона-

Понтрягина  ,,,, uzxtH ,  pvyxM ,,, : 

   uzxtfuzxtH ,,,,,,,   
 ,    vyxgppvyxM ,,,,,  

 . 

Здесь  xt, ,  xp  пока неизвестные(произвольные) n -мерные вектор-функции. 

 При сделанных предположениях приращения функционала качества (7) соответс-

твующее допустимым управлениям     xvtu  , ,     xvtu ,  может быть записано в виде : 

               

          
 

   
 

 

              

               ,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,

,
,

,,,,

,,,,,

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

11

0011

1111

 





 






















t

t

x

x

x

x

x

x

t

t

x

x

x

x

x

x

dtdxxttuxtzxtHxttuxtzxtH

dxxpxvxyxMxpxvxyxM

dxxy
dx

xdp
xyxp

dtdxxtz
t

xt
dxxtzxtxtzxt

dxxtzxGxtzxGxyxyvuI




















(8) 

Предположим, что вектор-функции  xt,  и  xp  удовлетворяют соотношениям 

 
      xttuxtzxtH

t

xt
z ,,,,,,

, 









, (9) 

    xtzxGxt z ,,, 11

  , (10) 

 
        xtxpxvxyxM

x

xp
y ,,,, 






 , (11) 

    11 xyxp y

  . (12) 

Соотношения (9), (11) являются линейными дифференциальными уравнениями 

относительно  xt,  и  xp  соответственно. 

Задачу (9)-1(2) назовем сопряженной системой в рассматриваемой задаче оптимал-

ьного управления.  

Используя формулу Тейлора и учитывая сопряженную систему(9)-(12),из (8) полу-

чим справедливость разложения 

               

 
  

   
  

 

               

            

                    




















 



 

dxxvxpxvxyxMxvxyxpxvxyxM

xvxyxpxvxyxMxy

dtdxtuxttuxtzxtHdxxpxvxyxM

xtz
z

xtzx
xtzxy

y

xy
xy

dtdxxttuxtzxtHdxxpxvxyxMvuI

vvvy

x

x

yy

t

t

x

x

x

x

v

x

x

t

t

x

x

x

x

v

















,,,,,,

2,,,
2

1

,,,,,,,,,

,
,,

,
2

1

2

1

,,,,,,,,,,
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1
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1
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1
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1
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1

0

1

0
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2
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          

          

             



  

2

11,,,,,,

,,,,,,,2

,,,,,,,,
2

1 1

0

1

0

xyodtdxtuxttuxtzxtHtu

xtzxttuxtzxtHtu

xtzxttuxtzxtHxtz

uu

uz

t

t

x

x

zz













 (13) 

               .,,
1

0

1

0

1

0

1

0

2

6

2

5

2

12   

t

t

x

x

x

x

x

x

dtdxtuxtzodxxvxyodxxtzo  

В силу открытости областей управления специальное приращение допустимого 

управления     xvtu  , можно определить по формуле 

   
   








)15(,,;

)14(,,;

Xxxvxv

Tttutu




 

где   достаточно малое по абсолютной величине число, а   rRtu  , Tt ,   qRxv  , 

Xx  – произвольные кусочно-непрерывные и ограниченные вектор-функции (допус-

тимые вариации управления). 

Через      ;,;, xyxtz   обозначим специальное приращение состояния     xyxtz  ,,  

отвечающее приращению (14),(15) управления     xvtu  , . 

С помощью задачи (1)-(4) можно показать, чтоспециальное приращение

     ;,;, xyxtz  состояния соответствующее допустимому приращению (14) (15) уп-

равления     xvtu  , допускает представление 

             xxyxtxtzxyxtz ;;,,;;,;,;,    (16) 

где ))(),,(( xyxtz которую назовем вариацией состояния     xyxtz  ,, , является реше-

нием системы уравнений (уравнение в вариациях в рассматриваемой задаче). 

               tutuxtzxtfxtztuxtzxtfxtz uzt   ,,,,,,,,,,  , (17) 

   ,,0 xyxtz    (18) 

               xvxvxyxgxyxvxyxgxy vy   ,,,,  , (19) 

  00 xy . (20) 

Учитывая (14) -(16) в формуле приращения (13) после несложных преобразований 

получим разложение для специального приращения функционала качества (7) в виде: 

     

               
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                     dxxvxpxvxyxMxvxyxpxvxyxM vvvy   ,,,,,,  
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 (21) 

На основании разложения (21) получаем, что первая и вторая вариации функцио-

нала качества (7) имеют соответственно, вид 
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dxxvxpxvxyxMvuvuS
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               

            

                   

           













1

0

1

0

1
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0
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2

t

t

x

x
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x
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x

zzyy

xtzxttuxtzxtHxtz

dxxvxpxvxyxMxvxyxpxvxyxM

xvxyxpxvxyxMxy

xtzxtzxGxtzxyxyxyvuvuS

















 

          

           .,,,,,,

,,,,,,,2

dtdxtuxttuxtzxtHtu

xtzxttuxtzxtHtu

uu

uz












 

Из основного результата классического вариационного исчисления (см. напр. 

[8,35,6]) следует, что вдоль оптимального управления     xvtu  ,  первая вариация 

функционала (7) равно нулю, а вторая – неотрицательно, т.е. 

        

         ,0,,,,,,

,,,

1

0

1

0

1

0





 



t

t

x

x

u

x

x

v

dxdttuxttuxtzxtH

dxxvxpxvxyxM









 (22) 

             

            

                   

           













1

0

1

0

1

0

1

0

,,,,,,,,

,,,,,,

2,,,

,,,, 111111

t

t

x

x

zz

vvvy

x

x
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x

x

zzyy

xtzxttuxtzxtHxtz

dxxvxpxvxyxMxvxyxpxvxyxM

xvxyxpxvxyxMxy

xtzxtzxGxtzxyxyxy

















 

          

           ,0,,,,,,

,,,,,,,2





dtdxtuxttuxtzxtHtu

xtzxttuxtzxtHtu

uu

uz









 (23) 
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для всех   rRxv  , Xx ,   qRtu  , Tt .  

 Как видно соотношения (22), (23) являются неявными необходимыми условиями 

оптимальности первого и второго порядков соответственно. Используя их получим 

практически проверяемые необходимые условия оптимальности первого и второго 

порядков. 

3. Аналог уравнения Эйлера. Из тождества (22) используя произвольность и 

независимость вариаций  tu  и  xv  получаем, что вдоль оптимального процесса 

        xyxtzxvtu  ,,,,  

       0,,,
1

0


x

x

v dxxpxvxyxM  , (24) 

       0,,,,,,
1

0

1

0

 
t

t

x

x

u dxdtxttuxtzxtH   . (25) 

При помощи тождеств (24), (25) доказывается  

Теорема 1. Пусть в задаче (1) -(7) выполняются условия гладкости наложенные на 

данные задачи. Тогда для оптимальности управления     xvtu  , в рассматриваемой 

задаче необходимо, чтобы выполнялись соотношения: 

       0,,,   pvyM v , (26) 

для всех  10 , xx , 

       0,,,,,,
1

0


x

x

u dxxuxzxH   . (27) 

для всех  10 ,tt . 

Соотношения (26), (27) назовем аналогом уравнения Эйлера для рассматриваемой 

задачи. 

4. Необходимые условия оптимальности второго порядка для классических 

экстремалей. Дадим понятие классической экстремали в задаче (1)-(7). 

Определение1. Каждое решение уравнения Эйлера (26), ((27)) назовем классичес-

кой экстремалью в задаче (1) -(7). 

Из определения1ясно,что число классических экстремалей может быть достаточно 

большим. Поэтому надо иметь новые необходимые условия оптимальности, позволяю-

щие сузить множество классических экстремалей. С этой целью будет использовано 

необходимое условие оптимальности второго порядка (23). Если предположить, что 

  0tu , а   0xv , то неравенство (23) примет вид: 

             

            

                    









dxxvxpxvxyxMxvxyxpxvxyxM

xvxyxpxvxyxMxy

dxxtzxtzxGxtzxyxyxy

vvvy

x

x

yy

x

x

zzyy













,,,,,,

2,,,

,,,,

1
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1
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           .0,,,,,,,,
1

0

1

0

   dtdxxtzxttuxtzxtHxtz

t

t

x

x

zz    (28) 

А уравнения в вариациях (17) -(20) принимает вид: 

        xtztuxtzxtfxtz zt ,,,,,,   , (29) 

   ,,0 xyxtz    (30) 

               xvxvxyxgxyxvxyxgxy vy   ,,,,  , (31) 

  00 xy . (32) 

Решение  xtz ,  задачи (29)-(30) допускает представление 

     xyxttFxtz  ,,, 0 , (33) 

где  xttF ,, 0  решение задачи  

      
  ,,,

,,,,,,, 00

ExttF

uxzxfxtF z



   

( )( nnE   единичная матрица). 

соответствующее классическому экстремали     xvtu  , . 

Запишем решение задачи Коши (31) -(32) 

          

x

x

v sdsvsysgsxxy

0

,,,  , (34) 

где  sx,  решение уравнения 

             ,,,,,, 0000 svsysgxysvsysgsx vys    

с начальным условием  

  Exx  , . 

С учетом представления (34) из (33) имеем 

             

x

x

v dssvsvsysgsxxttFxtz

0

,,,,,, 0   . (35) 

Используя представление (35) доказываются тождества 

               

                

       

 













1

0

1

0

1

0 0

1

0

,,

,,,,,,,,,

,,,,,,,

01101

111

x

x

x

x

v

vzz

x

x

x

x

v

x

x

zz

mvmymgmv

dxdvvygxxttFxtzxGxttF

mxmvmymgmvxtzxtzxGxtz














 (36) 

          
 

       ,,,,,,,,,,,
1

,max

01101 


dvvygdxxttFxtzxGxttFmx v

x

m

zz 













   
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            
1

0

1

0

,,,,,,,,

t

t

x

x

zz dtdxxtzxttuxtzxtHxtz    (37) 

                 

           




































  

dtdxdvvygxxttF

xttuxtzxtHdmmvmvmymgmxxttF

x

x

v

t

t

x

x

zz

x

x

v

0

1

0

1

0 0

,,,,,

,,,,,,,,,,,

01

0

 







 

      

              
 

       .,,

,,,,,,,,,,,,

,,

1

0

1

1

0

1

0

,max

00






ddmvvyg

dtdxxxttFxttuxtzxtHxttFmx

mvmymgmv

v

t

t

x

m

zz

x

x

x

x

v
































 

 

 

А используя представление (34) получим 

      111 xyxyxy yy    (38) 

                     ,,,,,,,
1

0

1

0

11  

x

x

x

x

vyyv ddmvvygxxymxmvmymgmv     

          

               

                

 








































1

0

1

00

1

0 0

1

0

,,,,,

,,,,,,,,,

,,,

x

x

x

x

v

x

x

v

x

x

yy

x

x

v

x

x

yy

mvmymgmvdxdvvygx

xtpxtvxtyxMdmmvmvmymgmx

dxxyxpxvxyxMxy















 (39) 

          
 

       ,,,

,,,,,
1

,max

dmdvvyg

dxxxpxvxyxMmx

v

x

m

yy

























   

          

                  .,,,,,,

,,,

1

0

1

0

1

0

 





















x

x

v

x

x

vy

x

x

vy

dxxvxvxyxgdmxmmpmvmymMmv

dxxyxpxvxyxMxv









(40) 

Пусть по определению 
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 
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1

0

1
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01

000
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),max(

011

0

01

1
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1



 























x

lm

zz

t

t

x

lm

zz

x

lm

zz

yy

dxlxxpxvxyxHmx

dtdxxttFlxxttuxtzxtHmxxttF

dxxttFlxxtzxGmxxttF

lxxymxlmN





(41) 

Учитывая тождества (36)-(40) и введенное обозначение (41) неравенство (28) записы-

вается в виде: 

               

                  

















 

 

1

0

1

0

1

0

1

0

,,,,,,2

,,,,,

x

x

v

x

x

vy

x

x

x

x

vv

dxxvxvxyxgdmxmmpmvmymMmv

dmdvvygmNmvmymgmv







 

 

           .0,,,
1

0

 
x

x

vv dxxvxpxvxyxMxv    (42) 

Теперь предположим, что   0 tu , а   0 xv . Тогда неравенство (23) примет вид 

                   
1

0

1

0

1

0

,,,,,,,,,,,, 111

t

t

x

x

zz

x

x

zz xtzxttuxtzxtHxtzdxxtzxtzxGxtz    

          

           .0,,,,,,

,,,,,,,2





dtdxtuxttuxtzxtHtu

xtzxttuxtzxtHtu

uu

uz









 (43) 

А уравнения в вариациях (17) -(20) примут вид: 

        xyxvxyxgxy y   ,, , (44) 

  00 xy , (45) 

               tutuxtzxtfxtztuxtzxtfxtz uzt   ,,,,,,,,,,  , (46) 

  0,0 xtz . (47) 

Запишем представление решение задачи (46) -(47). 

Имеем 

          
t

t

u duuxzxfxtFxtz

0

,,,,,,,   , (48) 

Используя представление (48) займемся преобразованием отдельных слагаемых в 

неравенстве (43). 

Имеем 

               

            ,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,
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1

0

1

0

1

0

1

0
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uzz

x

x
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t
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u
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x
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
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
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

     (49) 
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               
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u
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          
 

       .,,,,

,,,,,,,,,,
1

,max

dxddssusuxszxsf

dtxstFxttuxtzxtHxtF

u

t

s
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
























   (50) 

Наконец имеем 

            
1

0
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,,,,,,,
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uz dtdxxtzxttuxtzxtHu    (51) 
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Введем обозначение  
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0

1

1
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t

s

zz
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





 

Используя это обозначение и принимая во внимания тождества (49) -(51) 

неравенство (43) записывается в виде: 

               
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                  .0,,,,,,,,,,
1

0

1

0
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x

x

uuu dtdxtuxttuxtzxtHtudtdxtutuxtzxtf    

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали     xvtu  ,  в задаче (1)-

(7) необходимо, чтобы вдоль процесса         xyxtzxvtu  ,,,,  выполнялись 

соотношения 

1)                  
1
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,,,,,

x

x

x

x

vv dmdvvygmNmvmymgmv     
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1
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,,,,,,2
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x

v

x

x

vy dxxvxvxyxgdmxmmpmvmymMmv    
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           ,0,,,
1

0

 
x

x

vv dxxvxpxvxyxMxv   (52) 

для всех   qRxv  , Xx , 

2)                   
1
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,,,,,,,,,,
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t
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u

t

t

u dxddssusuxszxsfsxKuxzxfu   (53) 
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t

t
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dtdxtuxttuxtzxtHtudxdttutuxtzxtf

dxtFxuxzxHu









 

для всех   rRtu  , Tt . 

Неравенства (52), (53) являясь необходимыми условиями оптимальности второго 

порядка позволяют используя произвольность допустимых вариаций, получить аналог 

условия Лежандра-Клебша [6, 7] и исследовать случай его вырождения. 

Теорема 3. Для оптимальности классическойэкстремали в задаче (1.1)-(1.7) 

необходимо, чтобы неравенства  

       0,,,  vpvyMv vv   (54) 

и 

       0,,,,,,
1

0















  udxxuxzxHu

x

x

uu   (55) 

выполнялись для всех  10 , xx , qRv  и  10 ,tt , rRu  соответственно. 

Система соотношений (54), (55) являются аналогом условия Лежандра-Клебша для 

рассматриваемой задачи. 

Как видно, его проверка относительно легче. Но платой за простаты является, то, 

что она часто вырождается [8, 9]. 

 Следовательно, надо исследовать случай вырождения условия Лежандра-Клебша с 

целью получения новых необходимых условий оптимальности.  

Определение 2. Классический экстремаль     xvtu  ,  назовем особым в 

классическом смысле управлением в задаче (1.1)-(1.7), если для всех rRu ,  10 ,tt  и 
qRv ,  10 , xx  выполняются соответственно соотношения 

      
0

,,,,,,1

0

2

2



















  udx

u

xuxzxH
u

x

x

uu  

, (56) 

      
0

,,,
2

2





 v

v

pvyM
v vv  

. (57) 
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С учетом (56), (57) из необходимого условия оптимальности второго порядка (тео-

рема 2.) получается необходимое условие оптимальности для особых в классическом 

смысле управлений. 

Теорема 4. Для оптимальности особого в классическом смысле управления необ-

ходимо, чтобы выполнялись соотношения 

           

             ,0,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,
1

0









 

udxuxzxfxuxzxH

uxzxfxKuxzxfu

uuz

x

x

uu









(58) 

для всех  10 ,tt , rRu , 

                    0,,,,,,,,  vpvyMvygNvygv vvvv   . (59) 

для всех  10 , xx ,
qRv . 

Соотношения (58), (59) являются необходимыми условиями оптимальности особых 

в классическом смысле управлений.  

 

5. Многоточечные необходимые условия оптимальности особых в классичес-

ком смысле управлений.Пусть     xvtu  ,  особое, в классическом смысле, управле-

ние в задаче (1)-(7). 

Специальную вариацию управления  tu  определим по формуле 

   



m

i

iii ututu
1

,,;,   , (60) 

   











m

i

iii vxvxv
1

,,;,  
. (61) 

Здесь как и выше m  – произвольное натуральное число, 0  достаточное малое, 

произвольное число, 0i , r

i Ru   q

i Rv  ,  10 ,tti  , mi ,1     11010 ...,,1,, xxmixx mi   , 

а 

 
 

   








,,\,,0
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
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 
 
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
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xxx
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vxv




 (63) 

Суммирование игольчатого типа вариаций(62), (63) понимается в смысле[10]. 

Принимая во внимание (60) ((61)) в неравенстве (52) ((53)) после некоторых преоб-

разований приходим к утверждению 

Теорема5. Для оптимальности особого в классическом смысле управления в зада-

че (1) - (7) необходимо, чтобы для любого натурального числа неравенство 
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 (65) 

выполнялось для всех r

i Ru   q

i Rv  , 0i ,  10 ,tti  ,  110 ... tt m   , 

    11010 ...,, xxxx mi   , mi ,1 . 

Неравенство (64) ((65)) является последовательностью необходимых условий опти-

мальности особых в классическом смысле управлений и позволяет существенно сузить 

множество особых в классическом смысле управлений подозрительных на оптималь-

ность и остается в силе также при вырождении необходимых условий оптимальности 

(58) - (59). Из него следуют ряд более просто проверяемых необходимых условий опти-

мальности особых в классическом смысле управлений. В частности,полагая в (64) ((65)) 

получаем необходимое условие оптимальности из теоремы 4.  
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УПРАВЛЕНИЙ В ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ              

УПРАВЛЕНИЯ СИСТЕМАМИ ГУРСА-ДАРБУ 
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АННОТАЦИЯ 

Рассматривается одна граничная задача оптимального управления системами Гурса-Дарбу, при предпо-

ложении открытости области управления. Доказан аналог уравнения Эйлера и выведены необходимые условия 

оптимальности второго порядка. Отдельно исследован случай вырождения аналога условия Лежандра-

Клебша.  

Ключевые слова: система Гурса-Дарбу, граничное управление, вариация функционала, аналог уравнения 

Эйлера, классически особые управления, многоточечное необходимое условие оптимальности. 

ON THE MULTIPOINT NECESSARY OPTIMALITY CONDITIONS FOR THE SINGULAR IN                 

CLASSICAL SENCE, CONTROLS ON THE ONE BOUNDARY OPTIMAL CONTROL                                 

PROBLEMS QOURSAT- DARBOUX SYSTEMS 

ABSTRACT 

One boundary-value optimal control problem of Goursat-Darboux systems under the assumption that the control 

area is open is considered. An analogue of the Euler equation is provied and the necessary second-order optimality 

conditions are derived. The case of degeneration of an analogue of the Legendre-Clebsch condition separately is 

inverstigated. 

Keywords: Goursat-Darboux system, boundary control, functional variation, analogue of the Euler equation, 

classically singular controls, multi-point necessary optimality condition. 

QURSA-DARBU SİSTEMLƏRİ İLƏ BİR SƏRHƏD OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ KLASSİK 

MƏNADƏ MƏXSUSİ İDARƏLƏRİN OPTİMALLIĞI ÜÇÜN ÇOXNÖQTƏLİ ZƏRURİ ŞƏRTLƏR HAQQINDA 

XÜLASƏ 

İdarə oblastının açıq olması fərz edilməklə Qursa-Darbu sistemi ilə sərhəd optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. 

Eyler tənliyinin analoqu isbat olunur və ikinici tərtib optimallıq şərti alınır. Lejandr- Klebş şərtinin cırlaşdığı hal ayrıca 

öyrənilir. 

Aşar sözlər: Qursa-Darbu sistemi, sərhədd şərti, funksionalın variasiyası, Eyler tənliyinin analoqu, klassik 

məxsusi idarələr, optimallıq üçün çoxnöqtəli zəruri şərt. 

 

 1.Введение. Начиная с работ [1-6] были изучены задачи оптимального управле-

ния, описываемые гиперболическими уравнениями с краевыми условиями Гурса в 

случае вхождения управляющей функции в правую часть уравнения. Были доказаны 

необходимые условия оптимальности типа принципа максимума Понтрягина при 

различных предположениях. Изучены вопросы, связанные существованием оптималь-

ного управления. Исследование граничных задач оптимального управления системами 

Гурса-Дарбу началось с работ [7-9]. Оказалось, что подобные задачи управления обла-

дают определенными особенностями возникающие как при выводе необходимых усло-

вий оптимальности, так и при доказательстве теорем существования оптимальных уп-

равлений. 
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 Настоящая статья посвящена выводу необходимых условий оптимальности перво-

го и второго порядков в одной граничной задаче оптимального управления системами 

Гурса-Дарбу с многоточечным функционалом качества. Отдельно исследован случай 

вырождения необходимого условия оптимальности второго порядка, типа Лежандра-

Клебша. 

2. Постановка задачи. Пусть     1010 ,, xxttXTD заданная область, U  

заданное непустое открытое и ограниченное множество, kiX i ,1,   1210 ... xXXXx k   

заданные точки. Рассмотрим задачу о нахождении минимального значения многото-

чечного функционала 

          kXaXaxtzuS ,...,, 12111   , (1)  

при ограничениях 

  ,, TtRUtu r   (2) 

  ,,,, Xxuaxga   (3) 

  ,00 axa   (4) 

        ,,,,,,, DxtzxtfzxtBzxtAz xttx   (5) 

   

   

    .

,,,

,,,

000

0

0

atbxa

Tttbxtz

Xxxaxtz







 (6) 

Здесь  uaxg ,, -заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности 

переменных вместе с частными производными по  ua,  до второго порядка включи-

тельно,  zxtf ,,  – заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности 

переменных вместе с частными производными по z  до второго порядка включитель-

но,  tuи   – измеримая и ограниченная r -мерная вектор-функция (допустимое уп-

равление), 0а  заданный постоянный вектор,  tb  – заданная, абсолютно непрерывная 

вектор-функция,    t,xBxtA ,, заданные  nn  измеримые и ограниченные матрич-

ные функции,    kaаaz ,...,,, 2121  заданные дважды непрерывно-дифференцируемые 

скалярные функции. 

Предполагается, что при каждом заданном допустимом управлении задача (3) –(6) 

имеет единственное абсолютно непрерывное решение и в рассматриваемой задаче 

оптимальное управление (т.е. управление доставляющее минимальное значение функ-

ционалу (1), при ограничениях (2)-(6)) существует.  

3. Вариации функционала качества. Предполагая, что       xtzxaxu ,,,  фикси-

рованный допустимый процесс. Через             ,, xaxaxaxuxuxu   

      xtzxtzxtz ,,, обозначим произвольный допустимый процесс и запишем при-

ращение функционала качества  
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Ясно, что приращение состояния     xtzxa ,,  будет решением задачи 
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где     xppxt ,,  пока произвольные п-мерные вектор-функции. Тогда справед-

ливы тождества 
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(13) 

С учетом (12), (13) формула приращения (7) записывается в виде  
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Введя обозначения типа 
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и применяя формулу Тейлора, приращение (14) функционала качества представляется 

в виде  
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Здесь, и в дальнейшем  2 - есть величина более высокого порядка, чем  , т.е. 

  0/ 22  , при 0 , а через   обозначена норма вектора столбца  ',...,, 21 п   

определяемая формулой 
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
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i
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В силу краевых условий (6) ясно, что  
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где  xi  , характеристическая функция отрезка  iXx ,0 . 

Займемся преобразованием отдельных слагаемых в формуле приращении (15) 

функционала качества (1).  

Справедливы тождества 
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Принимая во внимание тождества (16)-(21) в (15), будем иметь 
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Если предполагать, что  xp  и  xt,  удовлетворяют соотношениям  
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то формула приращения (22) функционала (1) примет вид 
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Как видно, соотношения (23), (24) являются линейными интегральными уравнения-

ми второго рода типа Вольтерра и будут иметь единственное решение в классе измери-

мых и ограниченных функций. По аналогии с [1-9] уравнения (23), (24) будем называть 

сопряженными системами в рассматриваемой задаче. 

Из оценок, доказанных и приведенных в работах [7, 8, 10] и др. следует, что в расс-

матриваемом случае 

   

   







1

0

1

0

,,

,

2

1

x

x

x

x

dxxuLxtz

dxxuLxa

 (26) 

где 21, LL  некоторые положительные постоянные. 

Предположим что   достаточно малое по абсолютной величине число, а   rRtu   

произвольная измеримая и ограниченная r -мерная вектор-функция (допустимая ва-

риация управления).  

В силу открытости области управления, специальное приращение допустимого 

управления  tu  можно определить по формуле 

    Tttutu  ,,   (27)  

Через      ,,,, xtzxa   обозначим специальное приращение состояния     xtzxa ,, , 

отвечающее специальному приращению  ,tu  управления  tu . 

Из оценок (26) следует, что  
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где 43, LL некоторые положительные постоянные. 

Учитывая (27), (28) в формуле приращении (25), нетрудно доказать, что первая и 

вторая вариации (в классическом смысле) функционала (1) имеют соответственно вид 
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где     xtzxa ,, допустимая вариация вектора состояния являющееся решением 

уравнения в вариациях для рассматриваемой задачи: 

         ,uxgxaxgxa ua    (31) 

   00 xa , (32) 
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Принимая во внимание основной результат вариационного исчисления (см, нап-

ример, [11,12]) получим, что для оптимальности допустимого управления  tu  в задаче 
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выполнялись для всех   XxRxu r  , . 

Соотношения (35)-(36) являются неявными необходимыми условиями первого и 

второго порядков, соответственно. Но из них можно получить необходимые условия оп-

тимальности первого и второго порядков, явно выраженные через параметры задачи 

(1)-(6).  

Имеет место 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления  xu  в задаче (1)-(6) необ-

ходимо, чтобы соотношение 

   0,  pМи  (37) 

выполнялось для всех  10, хх . 

Здесь  10, хх  есть произвольная точка Лебега (правильная точка (см., например, 

[13])) управления  xu .  
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Доказательство. Допустим обратное. Пусть существует правильная точка  10 , xx  

управления  xu  и  rss 1  такова, что  

  
0

,



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
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su

pM . 

Теперь координаты вектор-функции         ',...,, 21 xuxuxuxu r   определим 

следующим образом: 
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

xxx

x
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xu ss
 

где 0  достаточно малое произвольное число. 

При определении специальной вариации  xu  таким образом получаем, что  
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А это противоречит условию оптимальности (35). Этим теорема 1 доказана. 

Соотношение (37) является необходимым условием оптимальности первого поряд-

ка и представляет собой аналог уравнения Эйлера для рассматриваемой задачи  

Каждое допустимое управление, являющееся решением уравнения Эйлера следуя, 

например, [11, 12] назовем классической экстремалью.  

Из определения классической экстремали ясно, что оптимальное управление на-

ходится среди классических экстремалей. Но их число может быть достаточно боль-

шим. Поэтому возникает необходимость в сужении множества классических экстре-

малей, подозрительных на оптимальность, с помощью неявного необходимого условия 

оптимальности второго порядка (36).  

Как видно, уравнения в вариациях являются линейными дифференциальными 

уравнениями. На основе формулы о представлении решений некоторых линейных 

уравнений (см., например, [12, 14]) можно представить решения задач (31)-(32), (33)-(34) 

соответственно в виде  

       ,,

0

dssgsxxa u

x

x

  (38) 

            ,,,,,, 00

0

dssastAsastxtRxtz

x

x

     (39) 

где  sx,  и  sxtR ,,,    nn  матричные функции, являющиеся решениями задач  

    ],[,, sgsxsx as   

  Exx  , , 
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               




t

s

xt

s

x

z dsAsxtRdAxtRddfxtREsxtR ,,,,,,,,,,,,,,,,  

где  nnE   единичная матрица.  

Далее, учитывая (31) в (39) и введя обозначение 

      ,,][,,,,, 00 stAsgstxtRsxtQ a   

получим, что 

           .][,,,,,,

00

0 dssusgstxtRdssasxtQxtz u

x

x

x

x

    (40) 

Пусть 0  произвольное достаточно малое число, такое, что 
1x  а rRv  

произвольный вектор. Вариацию управления  tu  определим следующим образом 

  
 

 






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.,\,0

,,,
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

Xx

xv
tu  (41) 

Через      ,,,, xtzxa  обозначим специальную вариацию состояния     xtzxa ,, .  

Из оценок (28), с учетом (38)-(41), получаем, что 

 
 

    .,,,

,,,

6

5

DxtLxtz

XxLxa








 (42) 

Учитывая оценки (42), а также формулу (41), в неравенстве (36) получаем, что  

    .0,'   vpMv uu  

Отсюда в силу достаточной малости следует, что  

   .0,' vpMv uu   (43) 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали  хu  необходимо, чтобы 

неравенство (43) выполнялось для всех  10 , xx  и rRv .  

Неравенство (43) является необходимым условием оптимальности второго 

порядка. Но не исключено возможность его вырождения.  

Определение. Классический экстремаль  хu  назовем особым, в классическом 

смысле, управлением, если для всех  10 , xx  и rRv   

   .0,' vpMv uu   (44) 

Исследуя неявное необходимое условие оптимальности (36) получим конструктив-

но проверяемое необходимое условие оптимальности классически особых управлений. 

Пусть  хu  классически особый экстремаль. Из представления (38) получаем, что  
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Поэтому 
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Далее используя представление (38) получаем, что 
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Если полагать  
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то из (40) получим, что  

       .][,,,
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Принимая во внимания формулу (48), получим 
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Далее 
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Если ввести обозначения 
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то равенство (36) примет вид(49) 
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Сформулируем полученный результат. 

Теорема 3. Для оптимальности классической экстремали  xu  необходимо, чтобы 

неравенство (49) выполнялось для всех   ., XxRxu r   

Таким образом, доказано общее необходимое условие оптимальности второго пор-

ядка, носящий, вообще говоря, конструктивный характер. Из него в частности следует 

аналог условия Лежандра-Клебша. 

Следствие 1. Для оптимальности  

Используя неравенство (49) получим многоточечное необходимое условие опти-

мальности для особых, в классическом смысле, управлений.  

С этой целью специальную вариацию управления  tu  определим по формуле  

    ,,,,,
1


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
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iii vxuxu    (50) 

где 0  произвольное достаточно малое число, 0i  произвольное число, r

i Rv   

произвольный вектор,   тixxi ,1,, 10   произвольные точки Лебега, управления  хu  

такие, что 1210 ... xx т     
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Суммирование игольчатого типа вариации (51) определяется следующим образом: 

Если 
21   , то суммой вариаций  111 ,,,, vxu  ,  222 ,,,, vxu   понимается ва-
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Если же 21   , то суммой вариаций  111 ,,,, vxu  ,  222 ,,,, vxu   понимается 

вариация вида 
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Введенная операция суммирования аналогичным образом рассматривается на 

случай любого конечного числа слагаемых. 

Учитывая (50) в неравенстве (49) после некоторых преобразований получим, что  
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Из последнего неравенства следует  

Теорема 4. Для оптимальности особого, в классическом смысле управления  tu  в 

рассматриваемой задаче необходимо, чтобы для любого натурального числа m нера-

венство  
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выполнялось для всех Uvi  0i ,   тixxi ,1,, 10  .  

Неравенство (52) есть последовательность необходимых условий оптимальности 

особых, в классическом смысле управлений. 

Непосредственным следствием теоремы 4 является  

Следствие. Для особого в классическом смысле оптимального управления  tu  

неравенство  

         0,'  vgMKgv uuuu   (52) 

выполняется для всех r

i Rv   и  10, xx .  

Теорема4 остается в силе и при вырождении необходимого условия оптимальности 

(52), представляющий собой аналог условия Габасова-Кирилловой, полученный в [15] 

для обыкновенных динамических систем методом матричных импульсов. 
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НА МИНИМАКС ДЛЯ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ 
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АННОТАЦИЯ 

Рассматривается одна граничная задача управления системами Гурса-Дарбу при с функционалом 

качества типа максимум. Получено необходимое условие оптимальности в форме максимина. 

Ключевые слова: система Гурса-Дарбу, необходимое условие оптимальности, граничная задача 

управления, принцип максимина.  

THE NECESSARY CONDITION OF OPTIMALITY IN THE MINIMAX PROBLEM FOR                                              

ONE BOUNDARY PROBLEM OF GURSAT- DARBOUX SYSTEM CONTROL 

SUMMARY 

One boundary-value problem of controlling Goursat-Darboux systems with a maximum quality functional 

is considered. The necessary optimality condition in the form of maximin is obtained. 

Keywords: Goursat-Darboux system, necessary optimality condition, boundary control problem, maximin 

principle. 

QURSA-DARBU SİSTEMLƏRİ İLƏ SƏRHƏD İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ ÜÇÜN MİNİMAKS 

MƏSƏLƏSİNDƏ OPTİMALLIQ ÜÇÜN ZƏRURİ ŞƏRT 

XÜLASƏ 

Maksimum tipli keyfiyyət funksionallı Qursa-Darbu sistemləri ilə sərhəd idarəetmə məsələsinə baxılır. Opti-

mallıq üçün maksimin formasında zəruri şərt alınmışdır.  

Açar sözlər: Qursa-Darbu sistemi, optimallıq üçün zəruri şərt, sərhəd idarəetmə məsələsi, maksimin prinsipi.  

 

1. Введение. Исследование задач оптимального управления системами Гурса-Дарбу 

начался с работ [1, 2] и др. А.И. Егорова. В дальнейшем появились работы С.С. Ахиева 

и К.Т. Ахмедова 3, К.К. Гасанова [4], М.В. Suryanarayana [5], В.И. Плотникова и В.И. 

Сумина 6, В.И. Сумина 7, Т.К. Меликова [8], В.А. Якубовича и А.С. Матвеева 9, О.В. 

Васильева 10, В.А. Срочко [11], К.Б. Мансимова [12], И.В. Лисаченко и В.И. Сумина [13] 

и др. 

Обзор соответствующих результатов имеется в работах [14-18] и др. 

Предлагаемая статья посвящена выводу необходимого условия оптимальности в 

одной граничной задаче оптимального управления системами Гурса-Дарбу, с функци-

оналом качества типа максимум. Подобные задачи оптимального управления называ-

ются также задачами на минимакс и являются задачами оптимального управления с 

негладким функционалом качества. 

2. Постановка задачи оптимального управления на минимакс. Предположим, 

что требуется найти минимум терминального функционала 
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       


,max,,max 12111 tayxtzuS
AYy 

  (1) 

при ограничениях 

  ,rRUtu     Tttt  10 , , (2) 

    ,,,,, xtxt zzxtfzxtBz        1010 x,xt,tXTDx,t  , (3) 

 
   

    .Xx,xbx,tz

,Tt,tax,tz





0

0
 (4) 

Здесь Y  и А  – конечные множества m  и q  мерных векторов y  и   соответственно, 

1010 ,,, xxtt  фиксированы, функции     ,,, 21 ayz  заданные скалярные функции 

непрерывные вместе с частными производными по z  и a  при всех AYy  ,  

соответственно,  xtB ,  – заданная измеримая и ограниченная в D  –  nn -мерная 

матричная функция,  xzzxtf ,,,  – заданная n -мерная вектор-функция непрерывная в 
nn RRD   вместе с частными производными по tz,z ,  xb  – заданная абсолютно неп-

рерывная в X  n -мерная вектор-функция, а  ta  – абсолютно непрерывная вектор-функ-

ция, определяемая как абсолютно непрерывное решение задачи Коши 

 
  ,ata

,Tt,u,a,tFa

00 


 (5) 

при помощи выбора r -мерной управляющей функции  tuu  . 

Здесь  u,a,tF  – заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная в кn RRT   

вместе с  u,a,tFa . 

Предполагается, что управляющая функция  tu  измерима, ограничена и удовлет-

воряет ограничению 

  ,RUtu n  Tt , (6) 

где U  – заданное непустое и ограниченное множество. 

Каждую управляющую функцию с вышеприведенными свойствами назовем до-

пустимым управлением. 

Предполагается, что каждому допустимому управлению  tu  соответствует единст-

венное абсолютно непрерывное решение     x,tz,ta  краевой задачи (3)-(5). 

Допустимое управление доставляющая минимум функционалу (1) при ограниче-

ниях (2)-(6) назовем оптимальным управлением. Из сделанных предположений ясно 

что функционал (1) является негладким. 

3. Необходимое условие оптимальности в виде принципа максимина. Пусть 

      x,tz,ta,tu  есть фиксированный допустимый процесс.  

Через                   x,tzx,tzx,tz,tatata,tututu   обозначим произвольный 

допустимый процесс. 



Необходимое условие оптимальности в задаче на минимакс для одной граничной задачи                                                       

управления системами Гурса Дарбу 

51 

Тогда приращение     x,tz,ta   состояния     x,tz,ta  будет удовлетворять крае-

вой задаче 

     ,,,,,,,, xxtxt zzxtfzzxtfzxtBz     Dx,t  , (7) 

 
   

  ,Xx,x,tz

,Tt,tax,tz





00

0  (8) 

   ,u,a,tFu,a,tFa   ,Tt  (9) 

  00  ta . (10) 

                

         .0,,,max

,,,,,,max

12112

11111111

















tatata

yxtzyxtzxtztuStutuS

A

Yy  

В силу гладкости вектор-функции  xz,z,x,tf    u,a,tF  по  xz,z ,  a  используя 

формулу Тейлора получаем, что     x,tz,ta   является решением линеаризованной 

краевой задачи 

                  ,u;ttu,ta,tFtatu,ta,tFta tua  1  (11) 

  00  ta , (12) 

       

 ,zz

x,tzz,z,x,tfzz,z,x,tfzx,tBz

x

xxzxztxt x





2
 (13) 

 
   

  .Xx,x,tz

,Tt,tax,tz





00

0
 (14) 

Здесь, и в дальнейшем по определению 

                  ,tu,ta,tFtu,ta,tFtu,ta,tFtu   

              tatatu,ta,tFu;t atu  11  . 

Интерпретируя уравнения (11), (13) как линейные неоднородные системы диффе-

ренциальных уравнений, на основе формул о представлении решений линейных обык-

новенных дифференциальных уравнений и линейных гиперболических дифференци-

альных уравнений (см. напр., [19, 20]) имеем 

             ,u;tdu,a,F,tRta

t

t

u   21

0

 
 (15) 

             

 .u;x,t

dax,z,x,z,x,fas,;x,Rx,tz

t

t

xzx



 

3

00002

0


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 (16) 

Здесь по определению 

        

t

t

du;,tRtu;t

0

112  , 
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         .ddss,zs,zs,;x,tRu;x,t

t

t

x

x

s    

0 0

22  

С учетом (16) из представления (16) получим 
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
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 (17) 

Из представления (15) ясно, что 

             .u;dssu,sa,sFs,Ra
t

su   


21

0

 (18) 

Следовательно, получаем, что 
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Положим 
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Тогда используя теорему Дирихле [21] представление (19) записывается в виде 

            uxtduaFxtQxtz

t

t

u   ;,,,,,, 4

0

 
. (20) 

Из представлений (15), (20) следует, что 
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            u;tdttu,ta,tFt,tRta

t

t

tu   12111

1

0

 , (21) 

            u;x,tdttu,ta,tFt;x,tQx,tz

t

t

tu   114111

1

0

 . (22) 

Введем обозначения 

      ,,,max,,: 1111110 yxtzyxtzYyY
Yy



  

      .,max,: 12120 


tataAA
A

  

Пусть  10 , tt  произвольная точка Лебега (правильная точка) (см. напр. [6,7,17]) 

управления  tu , Uv  произвольный вектор, а 0  – достаточно малое, произвольное 

число такое, что 
1t . Специальное приращение допустимого управления  tu  

определим по формуле 

 
   

 








.,\,0

,,,






Tt

ttuv
tu  (23) 

Через      ;,,; xtzta   обозначим специальное приращение состояния     xtzta ,,  

отвечающее приращению (23) управления  tu . 

Из оценок приведенные, например, в [15, 16, 17] следует, что 

    L;ta  , Tt , 

    L;x,tz  ,   Dx,t  ,(24) 

    L;x,tzx  ,   Dx,t  .(25) 

С учетом этих оценок из (21), (22) получаем, что 

       ,v;ta 1
, (26) 

       ,vL;x,tz 11
, (27) 

где по определению 

         u,a,F,tR,v v 11 , 

         uaFxtQvL v ,,;,, 111  . 

В силу оценок (24)-(25) можно доказать, что при достаточно малых 0   

         ,,,,,max,,,,max 1111111111
0

yxtzxtzyxtzxtz
YyYy

 


 

         


,,max,,max 1212
0

tatatata
AA




. 

Отсюда используя формулу Тейлора получим, что  
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  
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
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




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
















uaFtR
a

ta

uaFxtQ
z

yxtz

uSuuSuS

v
A

v
Yy

,,,
,

max

,,,,
,,'

max

11
12

111
111

0

0

 (28) 
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Предположим, что управление  tu  является оптимальным. Тогда условие опти-

мальности в неявном виде с учетом (28) принимает следующий вид 

  
     

  
        .0,,,

,
max

,,,,
,,'

max

11
12

111
111

0

0



























uaFtR

a

ta

uaFxtQ
z

yxtz

v
A

v
Yy  

Следовательно, оптимальное управление удовлетворяет соотношению 

  
 

  
     

  .0

,,,
,'

,,
,,'

max 11
12

111
111

, 00










































uaFtR
a

ta
xtQ

z

yxtz
v

YyA
(29) 

Если ввести обозначения  

   
  

 
  
a

ta
tR

z

yxtz
xtQyt

















,
,'

,,
,,',, 12

11
111

111
, 

то из неравенства (29) получим, что 

      .0,,,,min

0

0









uaFyt v

A
Yy

(30) 

Таким образом, доказана  

Теорема. Для оптимальности допустимого управления  tu  в задаче на минимакс 

необходимо, чтобы неравенство (30) выполнялось для всех Uv  и  10 , tt . 

Замечание. Как известно (см. напр., [23]) использование серии игольчатых вариаций 

не усиливает принцип максимума Л.С.Понтрягина. А в задаче на минимакс использо-

вание серии игольчатых вариаций позволяют улучшить результат теоремы [12, 24].  
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НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

ОПТИМАЛЬНОСТИ В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ 
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АННОТАЦИЯ 

Рассматривается одна задача оптимального управления с переменной структурой описываемая системой 

гиперболических уравнений с краевыми условиями Гурса и многоточечным критерием качества. Доказаны 

необходимые и достаточные условия оптимальности. 

Ключевые слова: принцип максимума Л.С. Понтрягина, необходимое и достаточное условие оптималь-

ности, выпуклый функционал, формула приращения, многоточечный функционал, точка Лебега. 

NECESSARY AND SUFFISIENT OPTIMALITY CONDITIONS FOR THE ONE CONTROL PROBLEM FROM 

GOURSAT-DARBOUX SYSTEMS 

ABSTRACT 

 In the paper, consider one optimal control problem the chance structures described system hyperbolic equations 

Goursat boundary conditions and multipoint functional. Necessary and sufficient optimality conditions are provider. 

Keywords: of the L.S. Pontryagins maximum principle, necessary and sufficient optimality condition, convex 

functional, increment formula, multipoint functional, Lebesgue point. 

QURSA-DARBU SİSTEMLƏRİ İLƏ BİR İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNDƏ OPTİMALLIQ ÜÇÜN ZƏRURİ VƏ 

KAFİ ŞƏRTLƏR 

XÜLASƏ 

Çoxnöqtəli keyfiyyət meyarlı, Qursa sərhəd şərti və hiperbolik tənliklər sistemi ilə təsvir olunan, bir dəyişən 

strukturlu optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallığın zəruri və kafi şərtləri isbat olunur. 

Açar sözlər: L.S. Pontryaginin maksimum prinsipi, optimallıq üçün zəruri və kafi şərtlər, qabarıq funksional, 

artım düsturu, çoxnöqtəli funksional, Lebeq nöqtəsi.  

 

 1.Введение. В работах [1-6] и др. изучены различные аспекты задач оптимального 

управления описываемые гиперболическими уравнениями с краевыми условиями Гурса. 

Но многие процессы носят многоэтапный характер, т.е. являются процессами с пере-

менной структурой (см. напр. [7-10]). Поэтому возникает необходимость исследования 

на оптимальность подобных задач оптимального управления. В предлагаемой работе 

рассматривается одна задача оптимального управления с переменной структурой опи-

сываемая системой Гурса-Дарбу с многоточечным функционалом качества. В линей-

ном случае доказано необходимое и достаточное условие оптимальности в типа прин-

ципа максимума Понтрягина. В случае нелинейного, но выпуклого функционала качества 

установлено достаточное условие оптимальности. 

 2.Постановка задачи. Рассмотрим управляемый процесс описываемый системой 

линейных неоднородных гиперболических уравнений 

       ,,,,,, 1111 vxtfzxtCzxtBzxtAz xttx        10101 ,,, xxttDxt  , (1) 
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       ,,,,,, 2222 uxtfyxtCyxtByxtAy xttx        10212 ,,, xxttDxt  , (2) 

с краевыми условиями  
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 (3) 
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2120
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ttTttbxty

xxXxxtzDxty
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   
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,

1201
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tbxtzD

tbxa




 (4) 

Здесь  xtAi , ,  xtBi , ,  xtCi , , 2,1i  – заданные  nn  мерные измеримые и огра-

ниченные n -мерные вектор-функции,  uxtf ,,1
,  vxtf ,,2

 – заданные непрерывные по 

совокупности переменных n -мерные вектор-функции,  xa ,  tb1
,  tb2

 – заданные аб-

солютно-непрерывные n -мерные вектор-функции, D  – заданный  nn  постоянный 

матриц,  xtu , ,  xtv ,  – измеримые и ограниченные r  и q -мерные соответственно век-

тор-функции управляющих воздействий удовлетворяющие геометрическим ограниче-

ниям 

   

    ,,,,

,,,,

2

1

DxtRVxtv

DxtRUxtu

q

r




 (5) 

где U  и V  – заданные непустые и ограниченные множества. 

Пару     xtvxtu ,,,  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управ-

лением. 

Предполагается, что каждому допустимому управлению     xtvxtu ,,,  соответству-

ет единственное абсолютно-непрерывное (в смысле например [2, 3, 6]) решение 

    xtyxtz ,,,  краевой задачи (1), (2), (3), (4). 

Задача заключается в нахождении минимального значения функционала 

Задача заключается в нахождении минимального значения многоточечного функ-
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при ограничениях (1)-(5). 

Здесь ic , id , k,i 1  заданные постоянные векторы соответствующих размерностей , а 
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 12102211 ...,... xxtt kk    заданные точки. 

Допустимое управление     xtvxtu oo ,,,  доставляющий минимум функционалу (6) 

при ограничениях (1)-(5) назовем оптимальным управлением, а соответствующий 

процесс         xtyxtzxtvxtu oooo ,,,,,,,  – оптимальным процессом. 
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Как видно рассматриваемая задача оптимального управления является линейной. 

Применяя метод приращения докажем необходимое и достаточное условие оптималь-

ности в форме принципа максимума Понтрягина [11]. 

 3. Необходимое и достаточное условие оптимальности.  
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                 xtyxtyxtyxtzxtzxtzxtvxtvxtv ooo ,,,,,,,,,,,   – произвольный-

допустимые процессы. Тогда ясно, что приращение функционала (6) может быть запи-

сано в виде 
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В силу краевых условий (9), (11) ясно, что 
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В силу (14), (15) из (12), (13) получим, что 
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Далее ясно, что если через  xti ,  обозначать характеристическую функцию, облас-

ти    ii XxTt ,, 00  , а через  xti ,  характеристическую функцию области    ii xt  ,, 01  , 

то можно записать, что 
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Пусть  xi  является характеристической функций отрезка  ix ,0
. Тогда получаем, 

что 
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Поэтому получаем, что 

       



1

0

1

0
11

,,,

t

t

x

x

k

i

txii

k

i

iii dtdxxtzcxtXTzc  , 



Ш.Ш. Сулейманова 

60 

            


2

1

1

0

1

0

1

0

,,,,
11

t

t

x

x

txi

t

t

x

x

k

i

txiiii

k

i

i dtdxxtyxtdtdxxtzdxyd  . (21 ) 

Принимая во внимания тождества (16)-(21) в формуле приращения (7) и введя 

обозначения 
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Предположим, что вектор-функции  xto ,1  и  xto ,2  удовлетворяют соотношениям 

(являются решениями следующих интегральных уравнений типа Вольтерра) 
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


t

t

o

x

x

o

t

t

x

x

o
k

i

ii

o

dxxC

dsststBddsssAdxtxt




 (24) 

уравнения (23), (24) назовем сопряженной системой в рассматриваемой задаче. 

Интегральные уравнения (23), (24) являются линейными уравнениями и будут иметь 

при сделанных предположениях единственное решение в классе измеримых и ограни-

ченных функции. 

Если  xto

i , , 2,1i  являются решениями сопряженных уравнений, то формула 

приращения (22 ) принимает следующий окончательный вид: 
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            

           .,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,

2

1

1

0

1

0

1

0

2222

1111

 

 





t

t

x

x

ooo

t

t

x

x

ooooo

dtdxxtxtvxtHxtxtvxtH

dtdxxtxtuxtHxtxtuxtHvuS




 (25) 

Построенная формула приращения позволяет доказать (используя игольчатого 

типа вариацию управления) необходимое и достаточное условие оптимальности в 

форме принципа максимума Л.С. Понтрягина. 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления     xtvxtu oo ,,,  необхо-

димо и достаточно, чтобы соотношения  

        ,,,,,,,,,max 1111

ooo

Uu
uHuH 



, 

        ,,,,,,,,,max 2222

ooo

Vv
vHvH 



, 

выполнялись для всех      1010 ,,, xxtt   и      1021 ,,, xxtt   соответственно. 

Здесь      1010 ,,, xxtt         1021 ,,, xxtt   произвольная точка Лебега 

(правильная точка [1-3]) управления  xtuo ,    xtvo , . 

 4. Случай нелинейного функционала качества. Рассмотрим случай нелинейно-

го многоточечного функционала. 

Пусть требуется минимизировать значение функционала 

           kkk yyTzTzvuS  ,...,,,...,,, 11211  , ( 26) 

при ограничениях (1) -(5) при предположении, что функции  kzz ...,,11 ,  kyy ...,,12  

заданные непрерывно дифференцируемые выпуклые скалярные функции. 

Пусть         xtyxtzxtvxtu oooo ,,,,,,,  фиксированный допустимый процесс, а 

                       xtyxtyxtzxtzxtzxtvxtvxtvxtuxtuxtu oooo ,,,,,,,,,,,,,,

  xty ,  произвольный допустимый процесс. 

По аналогии введем аналогии функций Гамильтона-Понтрягина 

    uxtfppuxtM oo ,,,,, 1111 


, 

    uxtfppvxtM oo ,,,,, 2222 


, 

где,  xtpo ,2  n -мерные вектор-функции являющихся решениями интегральных уравне-

ний (сопряженная система). 

Тогда используя формулу Тейлора по аналогии с доказательством формулы (25) 

доказывается, что 

            

             
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




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t
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x

ooo

t

t

x

x

ooooo

zo

XTzodtdxxtxtvxtMxtxtvxtM

dtdxxtpxtuxtMxtpxtuxtMvuS





 (27)  

Пусть допустимое управление     xtvxtu oo ,,,  удовлетворяет условию максимума, т.е. 
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        ,,,,,,,,,max 1111

ooo

Uu
puMpuM 



, ( 28) 

для всех      1010 ,,, xxtt  , 

        ,,,,,,,,,max 2222

ooo

Vv
pvMpvM 



, (29 ) 

для всех      1021 ,,, xxtt  . 

Поскольку, по предположению функции  kzz ...,,11 ,  kyy ...,,12  выпуклые функции, 

то из ( 27) с учетом ( 28),(29) в силу известного свойства выпуклых функций следует, что 

            
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t
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x

x

ooooo

dtdxxtxtvxtMxtxtvxtM

dtdxxtpxtuxtMxtpxtuxtMvuS



  

Отсюда, принимая во внимания (27), (28) получаем, что 

     0,,  oooo vuSuvuuS . 

Следовательно, имеет место 

Теорема 2. Если функции  kzz ...,,11 ,  kyy ...,,12  непрерывно дифференцируемы и 

выпуклы, то для оптимальности допустимого управления     xtvxtu oo ,,,  в задаче (1)-

(5), (26) достаточно, чтобы выполнялось условие максимума (28), (29). 

Таким образом, выделен класс задач, для которых принцип максимума Понтряги-

на является достаточным условием оптимальности. 
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ABSTRACT 

In some aspects a holomorphic anti-Hermitian manifolds are similar to Kähler manifolds, i.e. there exists a one-to-

one correspondence between algebraic anti-Kähler manifolds and anti-Hermitian manifolds with a holomorphic 

Riemannian metric. In this paper we consider manifolds with an algebraic structure which is an isomorphic 

representation of the dual algebra. The main aim of the present article is to study the holomorphic pure Riemannian 

metrics according to the dual algebraic structure in the tangent bundle. We proved that a real modelling of dual-

holomorphic Riemannian metric is a deformed complete lift of Riemannian metric from manifold to its tangent bundle. 

We also proved that the tangent bundle with a deformed complete lift of Riemannian metric and the natural dual 

structure is a dual-holomorphic Riemannian manifold. 

Keywords: Dual algebra; holomorphic function; pure metric; tangent bundle 

RIMAN METRIKALARININ DEFORMASIYA OLUNMUŞ LIFTLƏRI OLAN HOLOMORF ÇOXOBRAZLILAR 

XÜLASƏ 

 Bəzi xüsusiyyətlərinə görə holomorf anti-Hermit çoxobrazlıları Kahler çoxobrazlılarına bənzəyir, yəni holomorfik 

Riman metrikalı anti-Hermit çoxobrazlısı ilə cəbri anti-Kahler çoxobrazlısı arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq 

vardır. Bu məqalədə dual cəbri izomorf təsviri olan cəbri struktura malik çoxobrazlıya baxılır. Məqalənin əsas məqsədi 

toxunan laylanmada holomorf təmiz Riman metrikasını dual cəbri struktura nəzərən öyrənməkdən ibarətdir. İsbat 

olunmuşdur ki,dual holomorf Riman metrikasının həqiqi modeli Riman metrikasının çoxobrazlıdan onun toxunan 

laylanmasına deformasiya olunmuş tam liftidir. Həmçinin isbat edilmişdir ki, Riman metrikasının deformasiya 

olunmuş tam liftinə və təbii dual strukturasına malik toxunan laylanma dual holomorf Riman çoxobrazlısıdır. 

Açar sözlər. Dual cəbr, holomorf funksiya, təmiz metrika, toxunan laylanma. 

ГОЛОМОРФНЫЕ МНОГО ОБРАЗИЯ СДЕФОРМИРОВАННЫМЛИФТОМ РИМАНОВОЙ МЕТРИКИ 

РЕЗЮМЕ 

 В некоторых аспектах голоморфные анти-Эрмитовы многообразия аналогичны Кэлеровым многообрази-

ям, т.е. существует взаимно однозначное соответствие между алгебраическими анти-Келеровыми многообрази-

ями и анти-Эрмитовыми многообразиями с голоморфной Римановой метрикой. В этой статье мы рассматри-

ваем многообразия с алгебраической структурой, которая является изоморфным представлением дуальной 

алгебры. Основной целью настоящей статьи является изучение голоморфных чисто римановых метрик в 

относительнодуальной алгебраической структуры в касательном расслоении. Мы доказали, что реальное моде-

лирование дуально-голоморфной Римановой метрики является деформированным полным лифтом Римано-

вой метрики с многообразия в его касательное расслоение. Мы также доказали, что касательное расслоение с 

деформированным полным лифтом Римановой метрики и естественной дуальной структурой является дуаль-

но-голоморфным Римановым многообразием. 

Ключевые слова: дуальная алгебра; голоморфная функция; чистая метрика; касательная расслоения. 

Mathematıcs Subject Classifications: 53C25; 57R22 

 

1. Introduction 

Our goal is to study Riemannian holomorphic manifolds over dual algebras. The main 

tool of this investigation is the operator introduced by Tachibana [6]. In the later years Yano 
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and Ako [8] considered similar operators in the invariant form. Also Shirokov [5], Kruchkovich 

[1], Salimovand Aslanci [2] developed the theory of Tachibana operators associated with a 

commutative structure. 

1.1 We consider a 2-dimensional dual algebra 2( ), 0    (  is nilpotent) with a standard 

basis    1 2, 1,e e   and structural constants C


: , , , 1,2e e C e

        , where 

1 2 2 1 1 1 2 2

11 12 21 12 21 22 11 221, 0C C C C C C C C         are components of the (1,2)-tensor 

: ( ) ( ) ( )C     . 

Let Z x e

  be a variable in ( ) , where ( 1,2)x    are real variables. Using a real-

valued C -functions 1 2( ) ( , ), 1,2,f x f x x     we introduce a dual function ( )F f x e

  

of variable ( )Z  . Let dZ dx e

  and dF df e   be respectively the differentials of Z

and ( )F Z . We shall say that the function ( )F F Z  is a dual-holomorphic function if there 

exists a new dual function '( )F Z  such that '( )dF F Z dZ . The function '( )F Z  is called the 

derivative of ( )F Z . It is well known that the dual function ( )F F Z  is holomorphic if and 

only if the following Scheffers condition hold [1,4]: 

2 2C D DC , (1) 

where
f

D
x





 
  

 
 is the Jacobian matrix of ( )f x , 

2 2

0 0
( )

1 0
C C



 
   

 

,   and   denotes the 

row and column numbers of matrix 2C , respectively. The condition (1) reduces to the following 

equations: 
1 2 1

2 2 1
0, .

f f f

x x x

  
 

  
 

From here follows that the dual-holomorphic function ( )F F Z  has the following 

explicit form: 

1 2 1 1( ) ( ) ( '( ) ( ))F Z f x x f x g x   ,  

where 1 1 1( ) ( )f x f x , 1

1
' ( )

df
f x

dx
  and 1( )g g x  is any real C -function. 

By similar devices, we see that the dual-holomorphic multi-variable function 
1( ,..., )nF F Z Z , , 1,...,i i n iZ x x i n    has the form: 

1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ( ,..., )) ,n n n s n

sF Z Z f x x x f g x x      (2) 

where 1( ,..., )ng g x x  is any real multi-variable C -function, s s

f
f

x


 


 . 

A dual-holomorphic manifold [7] ( ( ))nX   of dimension n  is a Hausdorff space with a 

fixed complete atlas compatible with a group of ( ) -holomorphic transformations of space

( )n  , where ( ) ( ) ( )n      is the space of n -tupes of dual numbers 1 2( , ,..., )nz z z  

with ( ) , , , 1,...,i i i i iz x y x y i n      . We shall identity ( )n  with 2n , when 

necessary, by mapping 1 2( , ,..., ) ( )n nz z z   into 1 1 2( ,..., , ,..., )n n nx x y y   and therefore the 

( ) -holomorphic manifold ( ( ))nX   is a real manifold 2nM  of dimension 2n .  
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1.2 Let now nM  be a differentiable manifold and ( )nT M  its tangent bundle, and   the 

projection ( )n nT M M . The tangent bundle ( )nT M  consist of pair ( , )x v , where nx M  and 

( )x nv T M  ( ( )x nT M  is a tangent vector space at nx M ). Let 1( , ( ,..., ))nU x x x  be a coordi-

nate chart in nM . Then it induces local coordinates 1 1 2( ,..., , ,..., )n n nx x x x  in 1( ) ,U   where 
1 2,...,n nx x  represent the components of ( )x nv T M  with respect to local frame  .i  In the 

following we use the notation i i n   for all  1,...,i n . 

If 
' '' ' 1( , ( ,..., ))nU x x x  is another coordinate chart in nM , then the induced coordinates 

' ' ' '1 1( ,..., , ,..., )n nx x x x  in 1 '( ),U   will be given by  

' '

'
'

( ),      1,..., ,

,    1,..., 2 .

i i i

i
i i

i

x x x i n

x
x x i n n

x

  

 

  


 (3) 

The Jacobian of (3) is given by matrix 

'

'

' '2

0

, 1,..., 2 .

i

i

i i
s

i s i

x

x x
S n

x x x
x

x x x






 
             
 

   

 

From here follows that there exist a tensor field of type (1,1)  

 
0 0

 
0

i i

j j

i i

j j I





 
 

 

   
      

  

 ( ( )i

jI  -identity matrix of degree n  ) (4) 

with properties 2 0   and ,S S   i.e. the transformation    ':S      preserving   

is an admissible dual transformation. Thus ( )nT M  carries a natural dual structure  , which 

is an integrable structure ( 0)i

k j  . Therefore with each induced coordinates ( , )i ix x  in 

1( ) ( ),nU T M    we associate the local dual coordinates 2,   0.i i iX x x    Using (3) we 

see that the local dual coordinates i i iX x x  transformed by  

' ' '( ) ( ( )).i i i s i i

sX x x x x x    (5) 

The equation (5) show that the quantities 'iX  are dual-holomorphic functions of 
i i iX x x  (see (2) with 1( ,..., ) 0ng x x  ). Thus the tangent bundle ( )nT M  with a natural integ-

rable -structure is a real modelling of dual-holomorphic manifold ( ( ))nX  (dim ( ( )) )nX n 

. In such modelling there exists a one-to-one correspondence between dual tensor fields on 

( ( ))nX  and pure tensor fields with respect to  -structure on ( )nT M  (see [1]). A real C   

tensor field   of type (0,2) on ( )nT M  is called pure with respect to  -structure if 

1 2 1 2( , ) ( , ) .X X X X     

It is well known that the dual tensor field on ( ( ))nX   corresponding to a pure C 

tensor field is not necessarily dual-holomorphic. This tensor field is dual-holomorphic on 

( ( ))nX   if and only if  operator associated with   and applied to a pure tensor field   

of type (0,2)  satisfies the following conditions [8] 
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1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( )( , , ) ( )( ( , )) ( ( , ))

( ( ), ) ( , ( )) 0 ,Y Y

Y X X Y X X Y X X

L X X X L X

    

   

  

  
 

where YL  is the Lie derivation with respect to Y . 

2. Deformedcompletelifts of Riemannianmetrics 

A tensor field g  of type (0,2) on the tangent bundle ( )nT M  is called a pure tensor field 

with respect to the dual structure   if 

( , ) ( , )g X Y g X Y   

for any vector fields X and Y  on ( )nT M . From here we see that, the condition of purity of 

g  may be expressed in terms of the local induced coordinates as follows: 

g g 

     . 

Using (4), from the last condition we have 

  , 0,
0

ij i j

i j i j i j

i j

g g
g g g g g

g


 
    

 
 

.  

A pure tensor field g  of type (0,2) on tangent bundle ( )nT M is called a dual-holomor-

phic with respect to  , if 0g  , where   is the Tachibana operator defined by [6] 

( )( , , ) ( )( ( , )) ( ( , ) (( ) , ) ( , ( ) ).Y Zg X Y Z X g Y Z X g Y Z g L X Z g Y L X          

Such tensor field is a real modelling of corresponding dual-holomorphic tensor field of 

type (0,2) from ( ( ))nX  . It is well known that, if g  is a Riemannian metric and g its Levi-

Civita connection, then the condition 0g   is equivalent to the condition 0g   [3], i.e. 

the triple ( ( ), , )nT M g  is a dual anti-Kähler (or Kähler-Norden) manifold. 

The tensor field g  of type (0,3) has components 

( ) ( )g g g g g    

                              

with respect to the natural frame { } { , }i i    . 

By virtue of (4) , after some calculations, the equation ( ) 0g    reduces to 

0, 0jk ii jk i j k
g g g     , 

from which we have 

1 1( ,..., ), ( ,..., ).n i n

j k jk i jkj k jk
g g x x g x g h x x     (6) 

Using (3), (6) and 
' ' ' '

x x
g g

x x

 

   

 

 

, we easily see that 1( ,..., )n

j kg x x  and 1( ,..., )n

jkh x x  are 

components of any tensor fields g  and h  of type (0,2) on nM , respectively.Thus a real dual-

holomorphic tensor field g  of type (0,2) on tangent bundle can be rewritten in the form 

 
0

,
0 0 0 0

i i

i jk j k i j k jkjk jk C V

j k j k

x g h g x g g h
g g g h

g g


       
             

    
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where C g  and V h  are the complete and vertical lifts of tensor fields ( )jkg g  and ( )jkh h  

of type (0,2) from nM  to tangent bundle ( )nT M , respectively [9]. Therefore we have 

Theorem 1.Let ( )nT M  be a tangent bundle of nM , which is a real modelling of dual-holo-

morphic manifold ( ( ))nX  . Then a real modelling of corresponding dual-holomorphic tensor field of 

type (0,2) from ( ( ))nX  is a deformed complete lift in the form Def C Vg g h  , where C g  and V h  

are the complete and vertical lifts of ( )jkg g  and ( )jkh h  from nM  to ( )nT M , respectively.  

From Theorem 1, we have 

Corollary.If h  is any symmetric (0,2)-tensor field on nM , then the tensor field Def C Vg g h   

is a Riemannian metric on ( )nT M . 

3. Dual Kahler-Nordenmanifolds 

A Riemannian metric g  is a dual Norden metric with respect to the dual structure J  

[3,4] if 

( , ) ( , )g JX Y g X JY  

for any 1

0 2, ( )nX Y M , i.e. g  is purewithrespectto J . This kind of metrics havebeenalso-

studied under the name: B-metrics (see for example [7]). If 2( , )nM J  is an almost dual mani-

fold with a Nordenmetric g , we say that 2( , , )nM J g  is an almostNordenmanifold. If 0g J  , 

where g  is theLevi-Civitaconnection of g , thenwe say that 2( , , )nM J g  is a dual Kähler-

Norden.We assume that the manifold nM 2  is the tangent bundle 
nn VVT )(:  of a Rieman-

nian manifold nV . If ),,,( 21 nuuu   are local coordinates on nV , then ii ux   together 

with the fibre coordinates ii yx  1, ,2i n n   form local coordinates on )( nVT .  

It is well known that there exists a dual structure on )( nVT which has components in 

the form (4). In Section 2 we see that the deformed lift C Vg h  satisfies the following holo-

morphicity condition 

( ) 0 .C Vg h  
 

The last condition is equivalent to the condition 
( ) 0

C Vg h     (see [3]), where 
( )C Vg h   

is the Levi-Civita connection ofthe metric C Vg h , i.e. the dual holomorphic Noden manifold 

( ( ), , )C V

nT V g h   is a dual Kähler-Norden manifold. Thus we have 

Theorem 2.Let nV  be a Riemannian manifold with metric g , and let )( nVT  its tangent bundle. 

Then the triple ( ( ), , )C V

nT V g h   is a dual Kähler-Norden manifold, where C Vg h is the defor-

med complete lift of metric g and   is a dual structure which naturally exists in tangent bundle. 

Let now h g . In this case we obtain well known metric C VI II g g    (see [9]). Thus 

we have 

Corollary 2.The triple ( ( ), , )nT V I II   is a dual Kähler-Norden manifold. 
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Bakı, 01-03 Noyabr, 2007, ss 384-391 

Kaynakların büyüklüğü 9 punto olmalıdır. 

9. Sayfa ölçüleri; üst: 2.8 cm, alt: 2.8 cm, sol: 2.5 cm, sağ: 2.5 cm şeklinde olmalıdır. Metin 11 punto büyük-

lükte Palatino Linotype fontu ile ve tek aralıkta yazılmalıdır. Paragraflar arasında 6 puntoluk yazı mesa-

fesinde olmalıdır. 

10. Orijinal araştırma eserlerinin tam metni 15 sayfadan fazla olmamalıdır. 

11. Makaleler dergi editör kurulunun kararı ile yayımlanır. Editörler makaleyi düzeltme için yazara geri gönde-

rilebilir.     

12. Makalenin yayına sunuşu aşağıdaki şekilde yapılır: 

•  Her makale en az iki uzmana gönderilir. 

•  Uzmanların tavsiyelerini dikkate almak için makale yazara gönderilir. 

•  Makale, uzmanların eleştirel notları yazar tarafından dikkate alındıktan sonra Derginin Yayın Kurulu tarafından 

yayına sunulabilir. 

13. Azerbaycan dışından gönderilen ve yayımlanacak olan makaleler için,(derginin kendilerine gonderilmesi za-

mani posta karşılığı) 30 ABD Doları veya karşılığı TL, T.C. Ziraat Bankası/Üsküdar-İstanbul 0403 0050 5917 

No’lu hesaba yatırılmalı ve makbuzu üniversitemize fakslanmalıdır. 



 

ПРАВИЛА  ДЛЯ  АВТОРОВ 

1. «Journal of Baku Engineering  University» - Математики и информатики публикует оригинальные, 

научные статьи из области исследования автора и ранее не опубликованные. 

2. Статьи принимаются на английском языке.  

3. Рукописи должны быть набраны согласно программы Microsoft Word и отправлены на электронный 

адрес (journal@beu.edu.az). Отправляемые статьи должны учитывать следующие правила: 

 Название статьи, имя и фамилия авторов 

 Место работы 

 Электронный адрес 

 Аннотация и ключевые слова 

4. Заглавие статьи пишется для каждой аннотации заглавными буквами, жирными буквами и располага-

ется  по центру. Заглавие и аннотации должны быть представлены на трех языках. 

5.   Аннотация, написанная на языке представленной статьи, должна содержать 100-150 слов, набранных 

шрифтом 9 punto. Кроме того, представляются аннотации на двух других выше указанных языках, 

перевод которых соответствует содержанию оригинала. Ключевые слова должны быть представлены 

после каждой аннотации на его языке и содержать не менее 3-х слов. 

6. В статье должны быть указаны коды UOT и PACS. 

7. Представленные статьи должны содержать: 

 Введение 

 Метод исследования 

 Обсуждение результатов исследования и выводов. 

 Если ссылаются на работу на русском языке, тогда оригинальный язык указывается в скобках, а 

ссылка дается только на латинском алфавите. 

8. Рисунки, картинки, графики и таблицы должны быть четко выполнены и размещены внутри статьи. 

Подписи к рисункам размещаются под рисунком, картинкой или графиком. Название таблицы пишется 

над таблицей. 

9.  Ссылки на источники даются в тексте цифрой в квадратных скобках и располагаются в конце статьи 

в порядке цитирования в тексте. Если на один и тот же источник ссылаются два и более раз, необхо-

димо указать соответствующую страницу, сохраняя порядковый номер цитирования. Например: [7, 

стр.15]. Библиографическое описание ссылаемой литературы должно быть проведено с учетом типа 

источника (монография, учебник, научная статья и др.). При ссылке на научную статью, материалы сим-

позиума, конференции или других значимых научных мероприятий должны быть указаны название 

статьи, доклада или тезиса. 

Например: 

а)   Статья: Demukhamedova S.D., Aliyeva I.N., Godjayev N.M. Spatial and electronic structure of monomeric 

and dimeric complexes of carnosine with zinc, Journal of  Structural Chemistry, Vol.51, No.5, p.824-832, 

2010 

b) Книга: Christie on Geankoplis. Transport Processes and Separation Process Principles. Fourth Edition, 

Prentice Hall, 2002  

c) Конференция: Sadychov F.S, Fydin C,Ahmedov A.I. Appligation of Information-Communication Nechnologies 

in Science and education. II International Conference. “Higher Twist Effects In Photon-Proton Collision”, 

Bakı,01-03 Noyabr, 2007, ss.384-391  

Список цитированной литературы набирается шрифтом 9 punto. 

10. Размеры страницы: сверху 2.8 см, снизу 2.8 см, слева 2.5 и справа 2.5.  Текст печатается шрифтом Pala-

tino Linotype,  размер шрифта 11 punto, интервал-одинарный. Параграфы должны быть разделены 

расстоянием, соответствующим интервалу 6 punto. 

11. Полный объем оригинальной статьи, как правило, не должен превышать 15 страниц. 

12. Представление статьи к печати производится в ниже указанном порядке: 

 Каждая статья посылается не менее двум экспертам. 

 Статья посылается автору для учета замечаний экспертов. 

 Статья, после того, как автор учел замечания экспертов, редакционной коллегией журнала может 

быть рекомендована к печати. 
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