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РЕЗЮМЕ 

Актуальность применения различных функциональных элементов пьезоэлектроники в силовых и 

информационных системах объясняется, прежде всего, их высокой надежностью, а также малыми габари-

тами и весом, что в значительной мере облегчает решение проблемы миниатюризации таких систем. В 

настоящее время существует потребность в создании целостной методики построения математических 

моделей пьезоэлектрических трансформаторов, которая могла бы использоваться как теоретическая ос-

нова расчета их характеристик и параметров. В работе построена математическая модель пьезоэлектричес-

кого трансформатора стержневого типа, показаны основные особенности математического моделирования 

пьезоэлектрических трансформаторов, рассмотрена простейшая конструкция трансформатора в виде приз-

матического стержня с прямоугольным поперечным сечением, изготовленного из пьезокерамики, опреде-

лены выражения для расчета коэффициента трансформации и амплитудного значения потенциалов на 

электродах пьезоэлектрического трансформатора стержневого типа.  

Ключевые слова: пьезоэлектрический элемент, стержень, математическая модель. 

THE CONSTRUCTION OF MATHEMATICAL MODEL OF ROD TYPE PIEZOELECTRIC TRANSFORMER 

ABSTRACT 

The relevance of the use of various functional elements of piezoelectronics in power and informational 

systems is explained, first of all, by their high reliability, as well as small dimensions and weight, which greatly 

facilitates the solution of the problem of miniaturization of such systems. Currently, there are no reliable and valid 

methods of constructing of mathematical models of piezoelectric transformers, which could be used as a theoretical 

basis for characteristics and parameters calculating of this class of functional elements of modern piezoelectronics. 

The main result of this article can be fixed as follows: mathematical model of rod type piezoelectric transformer is 

obtained, the simplest construction of rod type piezoelectric transformer with a rectangular cross section is consi-

dered, expressions for calculating the transformation ratio and amplitude values of potentials on the electrodes of 

rod type piezoelectric transformer are defined. 

Keywords: piezoelectric element, rod, mathematical model. 

 

1.  Введение 

Актуальность применения различных функциональных элементов пьезоэлектро-

ники в силовых и информационных системах объясняется, прежде всего, их высокой 

надежностью [1] – интенсивность отказов составляет 
610

, т. е. сопоставима с показател-

ями надежности интегральных микросхем, а также малыми габаритами и весом, что в 

значительной мере облегчает решение проблемы миниатюризации таких систем. 
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Построению и исследованию математических моделей пьезоэлектрических транс-

форматоров посвящено немало публикаций. Начиная с монографии [2], основы расчета 

передаточных характеристик пьезоэлектрических трансформаторов рассматривались, 

например, в работах [3–6]. Однако рассмотренные работы не объединены каким-либо 

системным подходом, имеют характер разрозненных эпизодов, на основании чего мож-

но утверждать, что в настоящее время существует потребность в создании целостной 

методики построения математических моделей пьезоэлектрических трансформаторов, 

которая могла бы использоваться в качестве теоретической основы расчета их характе-

ристик и параметров. 

Таким образом, актуальность разработки физически содержательных математичес-

ких моделей пьезоэлектрических трансформаторов сохраняется и в настоящее время. 

Целью данной работы является построение математической модели пьезоэлектри-

ческого трансформатора стержневого типа. 

2.  Метод исследования и результаты  

Рассмотрим конструкцию стержневого пьезоэлектрического трансформатора (рис. 1). 

На рис. 1,а показан вид на стержневой трансформатор сбоку, с острия координатной 

оси 1Ox  правосторонней декартовой системы координат ( 1 2 3, ,x x x ). На рис. 1,б показан 

вид на стержень с острия оси 3Ox  (вид сверху). Схема подключения электродов (заштри-

хованные поверхности на рис. 1,а) на участке стержня  2 10 x  показана на рис. 2,а. На 

рис. 2,б и рис. 2,в показан (ориентировочно) характер изменения постоянного и перемен-

ного электрического поля по высоте поперечного сечения стержня. Призматический 

стержень изготовлен из сегнетоэлектрика, т. е. из не поляризованной пьезокерамики 

типа ЦТС. 

Четыре электрода, расположенные парами на боковых поверхностях  1x  сегне-

тоэлектрического стержня образуют электродную группу первичной электрической 

цепи пьезоэлектрического трансформатора. На эти электроды подается (рис. 2,а) посто-

янное, поляризующее сегнетоэлектрик, электрическое напряжение пU , которое форми-

рует в области  2 10 x  (область №1 на рис. 1,б) постоянное электрическое поле. Харак-

тер изменения напряженности поляризующего сегнетоэлектрик электрического поля 

показан на рис. 2,б. Для того, чтобы надежно обеспечить равенство нулю компонента 
0
1E  вектора напряженности поляризующего электрического поля в промежутке   3h x h  

(рис. 2,а), необходимо в этом промежутке разместить на поверхностях  1x
 
электро-

ды, закороченные на общую шину. 

Рис. 1. Схематическое изображение конструкции стержневого пьезоэлектрического                          

трансформатора на изгибных колебаниях 
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В результате электрической поляризации сегнетоэлектрический стержень на участке 

№1 приобретает свойства пьезоэлектрика со следующим набором материальных конс-

тант: 

– матрица модулей упругости  


c  ( ,  – индексы Фойгта) 

 




11 12 13

22 23

33

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0

E E E

E E

E

E

E

E

c c c

c c

c
c

c

c

c

, (1) 

где знак плюс в верхнем правом индексе соответствует области 3 0x , а знак минус 

– области 3 0x ;  11 22 33
E E Ec c c ;  12 13 23

E E Ec c c ;   44 22 23 2E E Ec c c ; 55 66
E Ec c . 

– матрица пьезоэлектрических модулей  
ke  (  – индекс Фойгта) 

 


 

11 12 13

26

35

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
k

e e e

e e

e

, (2) 

где  11 12 13e e e ;    26 35 11 12 2e e e e . 

– матрица диэлектрических проницаемостей ij  



 





  



11

22

33

0 0

0ij
, (3) 

где       11 22 33 . 

На участках №2 и №4 (рис. 1,б), где поверхности сегнетоэлектрического стержня не 

покрыты электродами, пьезоактивный материал стержня является изотропным по 

упругим и электрическим свойствам. При этом матрицы модулей упругости и сегнето-

электрических констант являются матрицами изотропных тензоров четвертого ранга, 

тензор диэлектрической проницаемости определяется одной константой  , компонен-

ты тензора пьезоэлектрических констант, естественно, равны нулю. Так как изотропный 

тензор четвертого ранга в общем случае полностью определяется двумя константами 
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Рис. 2. Схема подключения источников постоянного и переменного потенциалов к электродам   

первичной электрической цепи (а) и распределение по высоте поперечного сечения                                

постоянного (б) и амплитудного значения переменного (в) электрических полей 

 

A  и B , а произвольный его компонент 
ijkT  находится по формуле          ijk ij k ik j i jkT A B , 

где ij , …,  jk
 – символы Кронекера, то матрицы модулей упругости 


ijkc c  и электро-

стрикционных констант 


ijke e  имеют следующий вид 



   

  

 


2 0 0 0

2 0 0 0

2 0 0 0

0 0

0

G

G

G
c

G

G

G

, (4) 

 
 

 










1 2 2

1 2

1

1 2

1 2

1 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

2 0 0

2 0

2

e e e

e e

e
e

e e

e e

e e

, (5) 

где  -модуль объемной упругости; G  – модуль сдвига; 1e  и 2e  – электрострикционные 

константы. Числовые значения материальных констант  , G , 1e  и 2e  определяются 

экспериментально. 

На участке №3 электродная группа вторичной электрической цепи пьезоэлектри-

ческого трансформатора должна обеспечивать эффективную регистрацию того типа 

упругих колебаний, который формируется электродной группой первичной электри-

ческой цепи в области №1. Это возможно в том случае, когда поляризация сегнето-

электрика постоянным электрическим полем в области №3 совпадает (с точностью до 

знака) с его поляризацией в области №1. На рис. 3 показано подключение источников 

постоянного электрического поля и электрических нагрузок 2Z  к электродам вторич-

ной электрической цепи пьезоэлектрического трансформатора. 
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Необходимо подчеркнуть то обстоятельство, что любая другая конфигурация пол-

яризующего сегнетоэлектрик постоянного электрического поля, т. е. любая другая конс-

трукция электродной группы, не обеспечит эффективной регистрации возбуждаемых 

на участке №1 упругих колебаний и, как следствие, не обеспечит нормальной работы 

пьезоэлектрического трансформатора. Говоря иными словами, для обеспечения эффек-

тивной работы пьезоэлектрического трансформатора необходимо и достаточно, чтобы 

конструкции источника и приемника упругих колебаний были подобны и физически 

эквивалентны друг другу. 

Рис. 3. Схема подключения источников постоянного и переменного потенциалов                                                        

к электродам вторичной электрической цепи на участке №3 

 

Таким образом, физико-механические свойства поляризованного сегнетоэлектрика 

в области №3 при условии равенства потенциалов пU  источников поляризующего 

сегнетоэлектрик постоянного электрического поля, описываются модулями упругости 

с матрицей (1), пьезоэлектрическими модулями с матрицей (2) и диэлектрической 

проницаемостью с матрицей (3). 

На участках №1 и №3, где поляризованный сегнетоэлектрик проявляет свойства 

пьезоэлектрика, обобщенный закон Гука 

                       
   

n n n n n

ij ijk k kij kc e E , 

где    


n

ij  – амплитудное значение компонента тензора результирующих механических 

напряжений в верхней (знак плюс) и нижней (знак минус) частях n -го участка (  1,3n ) 

сегнетоэлектрического стержня;    n

ijkc  – компонент тензора модулей упругости n -ой 

области;    


n

ij  – амплитудное значение компонента тензора бесконечно малых дефор-

маций;    n

kije  – компонент тензора пьезоэлектрических модулей;    n

kE  – k -ый компонент 

вектора напряженности электрического поля в деформируемом пьезоэлектрике. 

На участках с четными номерами  2 , 4m  в пренебрежении электрострикционны-

ми эффектами, которые в десятки раз меньше пьезоэлектрических по своему проявле-

нию, можно записать, что              
  

m m m

ij ijk kc . 
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Полагая, что сдвиговые напряжения и деформации в стержне не наблюдаются, из 

приведенных выше определений обобщенного закона Гука можно записать соотноше-

ния, которые определяют напряжения сжатия-растяжения вдоль координатных осей 

1Ox , 2Ox  и 3Ox : 

                       
      11 11 11 12 22 12 33 11 1

n n n n nE E Ec c c e E , (6) 

                       
      22 12 11 22 22 12 33 12 1

n n n n nE E Ec c c e E , (7) 

                       
      33 12 11 12 22 22 33 12 1

n n n n nE E Ec c c e E . (8) 

При записи соотношений (6) – (8) одинаковые по величине материальные констан-

ты обозначены, как это принято в механике деформируемого твердого тела, одинаковы-

ми символами. 

Для областей с четными номерами  2 , 4m  

                    
         11 11 22 332

m m m m
G , (9) 

                    
         22 11 22 332

m m m m
G , (10) 

                    
         33 11 22 332

m m m m
G , (11) 

где    
11

k
,    

22

k
 и    

33

k
 (  ,k n m ) – деформации сжатия-растяжения вдоль координатных 

осей 1Ox , 2Ox  и 3Ox  в верхней ( 3 0x , знак плюс) и нижней ( 3 0x , знак минус) частях 

k -ой области сегнетоэлектрического стержня. 

Предположим, что частота смены знака электрического потенциала в первичной 

электрической цепи пьезоэлектрического трансформатора такова, что длина волны 

упругих колебаний в сегнетоэлектрическом стержне соизмерима с его длиной L  и, по 

определению, существенно превышает наибольший размер его поперечного сечения. 

Поскольку длина волны является масштабной единицей при описании пространствен-

ного распределения напряженно-деформированного состояния деформируемого твер-

дого тела, постольку можно утверждать, что в данном диапазоне частот числовые зна-

чения напряжений сжатия-растяжения не изменяются в плоскости поперечного сечения 

стержня. 

Будем полагать, что поверхности стержня  1x  и  3x b  не контактируют с дру-

гими материальными объектами, т. е. отсутствует противодействие со стороны окружа-

ющей стержень среды. Из третьего закона Ньютона следует, что на этих поверхностях 

должны выполняться следующие условия: 

   



 
1

11 0
k

x
,    



 
3

33 0
k

x b
,  1,2 ,3 ,4k . (12) 

Принимая во внимание сказанное выше, можно утверждать, что 

        
     11 11 0

k k

kx V , (13) 

где V  – объем призматического стержня. 
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Приравнивая нулю левые части соотношений (6) и (8), получаем возможность опре-

деления деформаций    
11

n
 и    

33

n
 через продольную деформацию сжатия-растяжения 

   
22

n
. При этом 

                 
      

 

12
11 22 12 22 11 22 12 12 1

0 0

1E
n n nE E E Ec

c c e c e c E , 

                 
     

 

12
33 11 12 22 11 12 12 11 1

0 0

1E
n n nE E E Ec

c c e c e c E , (14) 

где    
2

0 11 22 12
E E Ec c c . 

Подставляя определения (14) в соотношение (7), получаем следующий результат 

               22 22 12 1

n n n

EY e E , (15) 

где EY  и 

12e  – модуль упругости и эффективный пьезомодуль для режима одноосного 

деформирования сегнетоэлектрического стержня на участках с нечетными номерами 

n . Числовые значения этих материальных констант определяются следующими фор-

мулами: 

         
         

2 3 2 2

12 22 12 11 22 12
0

1
2 2E E E E E E

EY c c c c c c ;   
 



22 12
12 12 11 11 12

0

E E
E Ec c

e e c e c . 

Для областей стержня с номерами 2 и 4 обобщенный закон Гука (9) – (11) в случае 

одноосного сжатия-растяжения вдоль оси 2Ox  записывается в следующем виде 

        
  22 22

m m
Y , (16) 

где    2 1Y G ;        2 G  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона изотропных 

по упругим свойствам областей номера  2 , 4m . 

Электрическое состояние поляризованных постоянным электрическим полем облас-

тей №1 и №3 сегнетоэлектрического стержня определяет закон электрической поляри-

зации диэлектрика с пьезоэлектрическими свойствами                     
n n n

k kij ij kj jD e E . 

Общая формулировка, определяющая k -ый компонент вектора электрической индук-

ции в n -ом участке, доставляет следующее соотношение 

                                
  1 11 11 12 22 33 11 1

n n n n n
D e e E , (17) 

где    
1

n
E  – амплитудное значение поперечного компонента вектора напряженности 

результирующего электрического поля в n -ой области стержня. Достаточно просто 

показать, что на этих участках стержня         
 2 2 0

n n
D D . 

Подставляя в соотношение (17) определения деформаций    
11

n
 и    

33

n
, получаем 

                  1 12 22 11 1

n n n
D e E , (18) 
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где пьезомодуль 

12e
 
указан в комментариях к формуле (15), а 11  – диэлектрическая 

проницаемость поляризованного сегнетоэлектрика для режима постоянства (равенства 

нулю) нормальных напряжений    
11

n
 и    

33

n
. Числовые значения диэлектрической 

проницаемости 11  рассчитываются по следующей формуле 

        
 

2 2
11 11 11 22 12 11 11 12 12

0

1
2E E Ee c e c e e c . 

Потребуем, чтобы на всех участках сегнетоэлектрического стержня выполнялось 

условие отсутствия свободных носителей электричества, т. е. условие 

 
 0

k
div D ,  1,2 ,3 ,4k . (19) 

На участках №2 и №4 это условие выполняется автоматически, поскольку в пренеб-

режении сегнетоэлектрическими эффектами можно полагать, что на этих участках 
 

 0
m

D . Условие (19) на участках №1 и №3 будет выполняться лишь в том случае, когда 

в обязательном порядке выполняется условие 

 





1

1

0
n

D

x
. (20) 

Так как в области частот до 10 МГц  в динамически деформируемом пьезоэлектрике 

практически отсутствует магнитное поле [8], то справедливо определение   E grad , 

где E  и   – вектор напряженности и скалярный потенциал электрического поля в 

объеме деформируемого пьезоэлектрика. С учетом этого можно записать выражение 

(18) в следующем виде 

         
 

  


    


1 12 22 11
1

nn n
D e

x
, (21) 

где 
 
 


n

-скалярный потенциал электрического поля в n -ой области. Интегрируя левую 

и правую части соотношения (21) по переменной 1x , получаем, с учетом условия (20), 

следующий результат 

       
 
     

                   
  1 12 22 112 2

n n

n n
D e . (22) 

Из показанных на рис. 2 и рис. 3 схем включения источника изменяющейся во 

времени разности электрических потенциалов 

1
i tU e  и электрических нагрузок 2Z  сле-

дует, что 
 
   

   0
n

, а 
 
     

  
  

n n
U . Очевидно, что амплитудные значения потенциа-

лов 
 
 
n

U  определяются следующим образом: 
 
    
 01

U U  и 
 
    
 23

U U . При этом 

   
 

 
 










1 1

0

1 1

U Z
U

Z Z
, (23) 

где 1Z  – выходной электрический импеданс источника переменного электрического 

напряжения; 
 
 
1

Z  – электрический импеданс верхней и нижней части участка №1 сег-

нетоэлектрического стержня. 
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С учетом сформулированных определений выражение (22) можно представить в 

следующем виде 

         
 

      


1 12 22 11 2

nn n
U

D e . (24) 

Определения (18) и (24) компонентов вектора электрической индукции физически 

эквивалентны и поэтому правые части этих соотношений должны быть равны друг 

другу. Сопоставляя правые части выражений (18) и (24), приходим к выводу, что 

     
 





1 2

nn
U

E . (25) 

После того, как определены в явном виде величины    
1

n
E , соотношение (25) при-

нимает следующий вид 

         
 

    


22 22 12 2

nn n

E

U
Y e , (26) 

Определим тип напряженно-деформированного состояния, которое возникает в 

показанном на рис. 1 стержне. 

Предположим, что торец стержня 2 0x  не имеет механических контактов с други-

ми материальными объектами. Это означает, что    



 
2

1

22
0

0
x

. 

Приравнивая нулю левую часть определения (26), получаем следующий результат 

     
 


  



1 12 0
22 0

2 E

e U

Y
. (27) 

Если обеспечить выполнение условия  
0 0U U , что, собственно, и заложено в схему 

включения (см. рис. 2), то из равенства (27) следует, что      
   

1

22 00 , где    0 12 0 2 Ee U Y . 

Если вспомнить, что продольная деформация  


  22 0
lim , где   – изменение дли-

ны, а  – первоначальная длина деформируемого объекта, то становится совершенно 

очевидным, что при показанном на рис. 2 подключении переменной разности электри-

ческих потенциалов верхние слои ( 3 0x ) сегнетоэлектрического стержня растягиваются, 

а нижние ( 3 0x ) – напротив, сжимаются. При этом прямолинейная ось призматичес-

кого стержня отклоняется от первоначального (равновесного) положения так, как это 

показано на рис. 4. Академик Писаренко Г. С. [9] определяет изгиб как деформирован-

ное состояние, при котором искривляется ось прямолинейного стержня или изменяется 

кривизна оси криволинейного стержня. Принимая во внимание сформулированный 

выше классификационный признак, можно утверждать, что на первом участке сегнето-

электрического стержня формируется напряженно-деформированное состояние попе-

речного изгиба, которое через упругие связи распространяется на все без исключения 

участки показанного на рис. 1 призматического стержня. 

Основной кинематической характеристикой поперечного изгиба является так назы-

ваемый прогиб, который на рис. 4 обозначен символом w . В случае прямолинейного 

стержня прогиб w  численно равен расстоянию между срединной плоскостью изогну-
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того и недеформированного стержня. Знак прогиба определяется знаком его проекции 

на ось 3Ox  (в общем случае – на плоскость 1 3x Ox ) неподвижной системы координат 

1 2 3, ,x x x . В случае динамического прямого изгиба призматического прямолинейного 

стержня прогиб удовлетворяет следующему дифференциальному уравнению 

Рис. 4. К определению основной кинематической характеристики поперечного изгиба 

 


  



4
2 0

4
12

0
Sw

w
YJx

, (28) 

где   – круговая частота смены знака прогиба в сечении 2x const ; 0  и Y  – плотность 

и модуль Юнга материала стержня; S  и 1J  – площадь и момент инерции поперечного 

сечения относительно главной центральной оси 1Ox  – геометрическая характеристика 

поперечного сечения [9]. В нашем случае  4S b ,   3
1 4 3J b . С учетом сказанного вы-

ше, уравнение (28) установившихся гармонических колебаний поперечного изгиба 

можно записать в следующем виде 


  



4
4

4
2

0
w

w
x

, (29) 

где     2 24
03 Yb  – волновое число гармонических колебаний поперечного изгиба 

призматического стержня прямоугольного поперечного сечения. 

Применительно к рассматриваемому стержню, расчетная схема которого показана 

на рис. 1, уравнение (29) следует записать в виде  


  



4
4

4
2

0k
k k

w
w

x
,  1,2 ,3 ,4k , (30) 

где kw  и     2 24
03k kY b  – прогиб и волновое число на k -ом участке сегнетоэлектри-

ческого стержня. 

Общее решение уравнения (29) записывается следующим образом 

         2 1 2 2 2 3 2 4 2sin cosw x A x A x A sh x A ch x , (31) 

где 1 4,... ,A A  – подлежащие определению константы. 

Выпишем в явном виде общие решения (31) для каждого участка призматического 

стержня 

         1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 1 2sin cosw x A x A x A sh x A ch x , 

         2 2 5 2 2 6 2 2 7 2 2 8 2 2sin cosw x A x A x A sh x A ch x , 
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         3 2 9 1 2 10 1 2 11 1 2 12 1 2sin cosw x A x A x A sh x A ch x , 

         4 2 13 2 2 14 2 2 15 2 2 16 2 2sin cosw x A x A x A sh x A ch x , (32) 

где 
1 16,... ,A A -подлежащие определению константы (шестнадцать штук);     2 24

1 03 EY b ; 

    2 24
2 03 Yb . 

На условных границах разделов участков стержня, т. е. в сечениях 2 1 2 3; ;x  долж-

ны выполняться условия сопряжения напряженно-деформированного состояния, кото-

рые в рамках модельных представлений поперечного изгиба формулируются следую-

щим образом: 

   
 1j j j jw w , (33) 

   
   1j j j j

, (34) 

       


1j j

и j и jM M , (35) 

       


1j j

j jQ Q , (36) 

где   2j x  – угол поворота плоского поперечного сечения на j -ом участке стержня; 

   2

j

иM x  и    2

j
Q x  – изгибающий момент и поперечная сила на j -ом участке. Интег-

ральные характеристики напряженного состояния при поперечном изгибе, т. е. Вели-

чины    2

j

иM x  и    2

j
Q x  определяются следующими выражениями: 

        2 22 2 3

j j

и
S

M x x x dS , (37) 

   
   




2
2

2

j
j иM x

Q x
x

, (38) 

где    22 2

j
x  – напряжение сжатия-растяжения на j -ом участке сегнетоэлектрического 

стержня. 

Угол поворота   2j x  поперечного сечения стержня определяется из модельного 

представления о поперечном изгибе следующим образом 

 
 

 


2

2
2

j

j

w x
x

x
. (39) 

Возникающие при поперечном изгибе деформации сжатия-растяжения      
22 2

j
x  

рассчитываются по формуле 

     
 


 



2
2

22 2 3 2
2

j jw x
x x

x
. (40) 

Определим интегральные характеристики напряженного состояния на различных 

участках сегнетоэлектрического стержня. 
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Подставляя определение (40) деформации      
22 2

j
x  в формулу (24), получаем сле-

дующий результат 

     
 

 
 



2

22 3 122
2

2

nn n
E

Uw
Y x e

x
. (41) 

Подставляя формулу (41) в определение изгибающего момента (37), получаем 

   
   

 
 









 
     

  
  

2 23
2 2

2 3 12 3 32 2
2 2

4
2

2 3

b nn n n
и E E

b

Uw x w xb
M x Y x e x dx Y

x x
 

 
 

 
 

 



 
 

   
 

12 3 3 3 3

h b

n n
b h

e x U dx x U dx
 

   
 

 
  


    
  

2
2 2 2

1 122
2

1

2
n

E n n

w x
Y J e b h U U

x
. (42) 

Если, как ранее было принято, положить 
 
 

 
 

 
 
 

nn n
U U U , то изгибающие моменты 

на первом и третьем участках сегнетоэлектрического стержня рассчитываются по фор-

мулам 

   
   

 


2
2

2 1 02
2

n nn
и E

w x
M x Y J M

x
, (43) 

где      
 2 2

0 12

n

n
M e b h U  – обусловленный внешними устройствами изгибающий момент. 

При этом 
   01

U U  и 
   23

U U . 

Изгибающие моменты    2

m

иM x  (  2 , 4m ) на участках с четными номерами опре-

деляются следующим образом 

   
 




2
2

2 1 2
2

m m
и

w x
M x YJ

x
. (44) 

Принимая во внимание выражения (43) и (44), получаем следующие соотношения 

для расчета поперечных сил 

     

 




3
2

2 1 3
2

k k

k

w x
Q x Y J

x
,  1,2 ,3 ,4k . (45) 

Отчетливо видно, что условия сопряжения (33) – (36) на трех границах разделов 

участков сегнетоэлектрического стержня доставляют двенадцать алгебраических урав-

нений, в которых содержится шестнадцать подлежащих определению констант 
1 16,... ,A A . 

Недостающие до однозначного (единственного) определения этих констант четыре ал-

гебраических уравнения формируют граничные условия, которые определяются спо-

собом закрепления торцов 2 0x  и 2x L  сегнетоэлектрического стержня. На практике 

с достаточной мерой адекватности декларируемому состоянию реализуются три типа 

закрепления, а именно: свободное и шарнирное опирание торцов стержня, а также жест-

кая заделка. Формально эти три способа закрепления описываются следующими соот-

ношениями: 

– свободное закрепление торцов 2 0 ,x L  




2 0,
0и x L

M , 



2 0 ,

0
x L

Q ; (46) 
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– шарнирное опирание торцов 2 0 ,x L  




2 0 ,
0

x L
w , 




2 0,
0и x L

M ; (47) 

– жесткая заделка торцов 2 0 ,x L  




2 0 ,
0

x L
w , 


 

2 0,
0

x L
. (48) 

Предположим, что левый торец 2 0x  стержня свободен, а правый торец 2x L  – 

жестко заделан в абсолютно неподвижную опору. В этом случае, последовательно 

записывая граничные условия (46) в сечении 2 0x , условия сопряжения (33) – (36) в се-

чениях 2 1 2 3; ;x  и граничные условия (48) в сечении 2x L , получаем необходимую 

для единственного определения шестнадцати констант 
jA  неоднородную систему из 

шестнадцати линейных алгебраических уравнений. Эта система уравнений записывается 

следующим образом 

ij j im A P ,  1,2 ,... ,16i j . (49) 

Решение системы уравнений (49) для константы jA  можно записать в следующем виде 

 

 
 

        
 

1 2

0 0
1 22 2

1 1 1 2

, ,j j j

E

M M
A

Y J YJ
, (50) 

где      
  

      
 

1 51 5

1
0 0

, 1 1
j jj j

j
;      

  
       

 

9 139 13

2
0 0

, 1 1
j jj j

j
;  jk  (  1;5 ;9 ;13k ) 

– определитель матрицы размером 15 15 , который получается из матрицы 16 16 , сос-

тавленной из коэффициентов при константах jA  в системе уравнений (49) путем вычер-

кивания j -го столбца и k -ой строки; 0 -главный определитель системы уравнений (49). 

Так как     
1 2 2

0 12 0M e b h U , а     
2 2 2

0 12 2M e b h U , то, для удобства последующих рассуж-

дений соотношение (50) целесообразно записать в следующем виде 

           0 1 2 2, ,j j jA U U , (51) 

где                  
 

2 2 2
1 12 1 1 1, ,j E je b h Y J ;                  

 
2 2 2

2 12 1 1 2, ,j je b h YJ . 

Записав соотношение (51) вновь приходим к выводу, что напряженно-деформиро-

ванное состояние сегнетоэлектрического стержня определяется двумя потенциалами 

0U  и 2U , которые связаны между собой линейной зависимостью. 

Для определения этой зависимости выполним расчет потенциала 2U  на электроде 

вторичной электрической цепи пьезоэлектрического трансформатора. 

Очевидно, что     
2 2 2U Z I , где  

2I  – амплитудное значение электрического тока в 

проводнике вторичной электрической цепи. Так как     
  2 2I i Q , где  

2Q  – амплитуд-

ное значение электрического заряда на верхнем (знак плюс) и нижнем (знак минус) (рис. 3) 

электродах электродной группы вторичной электрической цепи. Электрические заря-

ды  
2Q  определяются следующим образом: 
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        
 
3

2

3

2 1 2 3 2 3,
b

h

Q D x x dx dx ,        


 



 
3

2

3

2 1 2 3 2 3,
h

b

Q D x x dx dx , (52) 

где      
   

  


   


2
3 3 2 2

1 2 3 12 112
2

,
2

w x U
D x x e

x
. 

Подставляя определение электрической индукции      3

1 2 3,D x x  в формулы для 

расчета электрических зарядов, получаем следующие результаты 

   
          

    
     

    

3 3 3 2 3 22 2
2 12 11 2

2 2

1

2 2

w w b h
Q e b h U

x x
, 

   
          

    
     

    

3 3 3 2 3 22 2
2 12 11 2

2 2

1

2 2

w w b h
Q e b h U

x x
. (53) 

Из показанной на рис. 3 схемы включения электрических нагрузок следует, что 
    
 2 2 2U U U . При этом, как видно из соотношений (53),     

 2 2 2Q Q Q . 

Введем для удобства дальнейших записей следующие обозначения: 

                                   
 

1

3 2 1 19 1 2 1,10 1 2 1,11 1 2 1,12 1 2, cos , sin , ,w x x x ch x sh x ; 

                                   
 

1

3 2 1 19 1 2 1,10 1 2 1,11 1 2 1,12 1 2, cos , sin , ,w x x x ch x sh x . 

С учетом этих обозначений выражение (53) можно записать в следующем виде 

   
 

 
            

  

2 1

2 2 3 2 03 3
, ,Q Q C U U , (54) 

где          3 3 2 11 2C b h  – динамическая электрическая емкость поляризованного 

сегнетоэлектрика под электродом электродной группы вторичной электрической цепи; 

числовые значения функций      
1

3 ,  и      
2

3 ,  (символ   обозначает набор геомет-

рических и физико-механических параметров объекта) задаются следующими расчетны-

ми формулами: 

   
 

 
       





 
     
   

1 1 112
3 3 3 3 2

3 2 11

,
b h e

w w ;    
 

 
       





 
      
   

2 2 212
3 3 3 3 2

3 2 11

, 1
b h e

w w . 

Таким образом, 
 
 

 
            

  

2 1

2 2 3 2 03 3
, ,U i Z C U U . 

Из последней записи следует, что 

   
   

 




   
     

    

1

2 3 3
2 0 0 02

2 3 3

,
,

1 ,

i Z C
U U U

i Z C
, (55) 

где функция    0 ,  имеет смысл частотно зависимого коэффициента обратной связи. 

Теперь остается определить амплитудное значение потенциала 0U  и эта операция 

завершает построение математической модели стержневого пьезоэлектрического транс-

форматора на изгибных колебаниях. 
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Как следует из формулы (23), электрический потенциал 0U  определяется электри-

ческим импедансом 
 
 
1

Z . Очевидно, что при равенстве геометрических параметров 

электродной группы первичной электрической цепи и при одинаковых значениях по-

тенциалов на электродах, электрические импедансы 
 
 

 
 

 
 
 

11 1
Z Z Z . Как и ранее, запи-

шем 
   0 11

Z U I , где   1 1I i Q  – амплитудное значение электрического тока в провод-

никах первичной электрической цепи трансформатора; 1Q  – амплитудное значение 

электрического заряда на электроде электродной группы первичной электрической 

цепи. Проводя те же самые рассуждения, что и при определении заряда 2Q , можем 

записать, что 

   
 

 
            

  

2 1

1 1 1 2 01 1
, ,Q Q C U U , (56) 

где        1 1 11 2C b h  – динамическая электрическая емкость поляризованного сег-

нетоэлектрика; 

   
         





 
      
  

1 1 112
1 1 1 1

1 11

, 1 0
b h e

w w ;    
         





 
     
  

2 2 212
1 1 1 1

1 11

, 0
b h e

w w ; 

функции    1

1 2w x  и    2

1 2w x  определяются по образцу и подобию функций    1

3 2w x  и    2

3 2w x . 

Подставляя в формулу (56) правую часть выражения (55), а полученный результат – 

в определение электрического импеданса 
 1

Z , приходим к следующему результату 

   

    

1
1 1

1

,
Z

i C
, 

где                         
1 2

1 1 0 1, , , , . 

После определения электрического импеданса поляризованного сегнетоэлектрика 

под электродами первичной электрической цепи пьезоэлектрического трансформато-

ра определяется амплитудное значение потенциала на электроде в первичной электри-

ческой цепи 

 


    

1
0

1 1 11 ,

U
U

i Z C
. 

Подставляя последний результат в формулу (55), получаем выражение для расчета 

коэффициента трансформации 

 
 

 

  
    

    

02

1 1 1 1

,
,

1 ,

U

U i Z C
. (57) 

Выражение (57) является математической моделью показанного на рис. 1 стержне-

вого пьезоэлектрического трансформатора. 

3.  Заключение 

В работе построена математическая модель пьезоэлектрического трансформатора 

стержневого типа, показаны основные особенности математического моделирования 

пьезоэлектрических трансформаторов, рассмотрена простейшая конструкция трансфор-

матора в виде призматического стержня с прямоугольным поперечным сечением, из-
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готовленного из пьезокерамики, определены выражения для расчета коэффициента 

трансформации и амплитудного значения потенциалов на электродах пьезоэлектри-

ческого трансформатора стержневого типа. 
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РЕЗЮМЕ 

Изучается граничная задача оптимального управления системами Гурса-Дарбу с многоточечным кри-

терием качества при предположении выпуклости области управления. Установлен аналог линеаризован-

ного условия максимума. Выведены необходимые условия оптимальности квазиособых управлений. 

Ключевые слова: граничное управление, система Гурса-Дарбу, многоточечный функционал, необхо-

димое условие оптимальности, линеаризованный принцип максимума, аналог условия Габасова-Кирил-

ловой, квазиособый случай. 

QURSA-DARBU SİSTEMLƏRİ İLƏ BİR SƏRHƏD OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 

XÜLASƏ 

Məqalədə Qursa-Darbu sistemi ilə təsvir olunan bir sərhəd optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. İdarə ob-

lastının qabarıqlığı sinfi daxilində optimallıq üçün xəttiləşdirilmiş maksimum şərti daxilində birinci tərtib zəruri 

şərt isbat olunmuş, sonra bu zəruri şərtin cırlaşdığı hal tədqiq edilmişdir. 

Açar sözlər: sərhəd nəzarəti, Goursat-Darboux sistemi, çoxbucaqlı funksional, zəruri optimallik vəziyyəti, li-

neerləşdirilmiş maksimum prinsip, Qabasov-Kirilovun analoqu, quasi-təkəlli vəziyyət. 

Açar sözlər: sərhəd nəzarəti, Goursat-Darboux sistemi, çoxbucaqlı funksional, zəruri optimallik vəziyyəti, 

lineerləşdirilmiş maksimum prinsip, Qabasov-Kirilovun analoqu, quasi-təkəlli vəziyyət. 

ON ONE BOUNDARY OPTIMAL CONTROL PROBLEM OF GOURSAT-DARBOUX SYSTEMS 

ABSTRACT 

In the paper study the one boundary optimal control problem described of the Goursat-Darboux systems with 

a multipoint quality criterion under the assumption convexity of the domain of control. The necessary optimality 

conditions of quasi-singular controls are introduced. 

Keywords: boundary control, Goursat-Darboux system, multipoint functional, necessary optimality condition, 

linearized maximum principle, analog of condition Gabasov-Kirillovs, quasi-singular case. 

 

1. Введение 

Задачи оптимального управления описываемые системами Гурса-Дарбу и с управ-

ляемым граничным условиям начали изучатся с работ А.И. Егорова 1, 2. В дальнейшем 

в работах 3-14 и др. получены ряд необходимых условий оптимальности и доказаны 

теоремы существования оптимальных распределенных и граничных управлений. Об-

зор соответствующих результатов имеется, например в [14- 16]. 

В настоящей работе исследуется одна граничная задача оптимального управления 

описываемая системой Гурса-Дарбу и многоточечным функционалам качества при 
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предположении выпуклости области управления. Установлено необходимое условие 

оптимальности в форме линеаризованного условия максимума и исследован случай 

его вырождения. 

2.  Постановка задачи 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

             
kkk

X,Tz...,,X,TzGTa,...,Ta,Ta
1121

uI    (2.1) 

при ограничениях 

  ,RUtu r   
10
t,tTt  ,  (2.2) 

   ,z,z,x,tfzx,tBz
xtxt

       
1010

x,xt,tDx,t  ,  (2.3) 

 
     
     ,x,xXx,xbx,tz

,t,tTt,tax,tz

100

100




  (2.4) 

    
000

axbta  , 

   ,Tt,u,a,tga    (2.5) 

  
00

ata  .  (2.6) 

 Здесь  
x

z,z,x,tf  -заданная n -мерная вектор-функция непрерывная по совокупнос-

ти переменных вместе с частными производными по 
x

z,z  до второго порядка включи-

тельно,  x,tB  – заданная измеримая и ограниченная  nn  матричная функция,  xb  – 

заданная n -мерная абсолютна непрерывная вектор-функция, 1010
x,x,t,t  –  

1010
xx;tt   

– заданы,  
ii

X,T , k,i 1   
12101210

xX...XXx;tT...TTt
kk
  – заданные точки, 

0
a  – заданный постоянный вектор,  u,a,tg  – заданная n -мерная вектор-функция не-

прерывная по совокупности переменных вместе с частными производными по  u,a  до 

второго порядка включительно,  a  и  zG  – заданные дважды непрерывно диффе-

ренцируемые скалярные функции, U  – заданное непустое, ограниченное и выпуклое 

множество,  tu  – измеримая и ограниченная r -мерная управляющая вектор-функция. 

Каждую управляющую функцию  tu  с вышеприведенными свойствами назовем 

допустимым управлением. 

Предполагается, что при заданном допустимом управлении  tu  задача Коши (2.5)-

(2.6) и задача Гурса (2.3)-(2.4) имеют единственное абсолютно непрерывное решение (в 

смысле [17, 10])  ta  и  x,tz  соответственно. 

Допустимое управление  tu  доставляющее минимум функционалу (2.1) при огра-

ничениях (2.2)-(2.6) назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 

      x,tz,ta,tu  – оптимальным процессом. 

3.  Специальное приращение функционала качества  

Считая       x,tz,ta,tu  фиксированным допустимым процессом введем обозначения 

    u,a,tgqq,u,a,tM  , 
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   
xx

z,z,x,tf,z,z,x,tH   , 

        tMtq,tu,ta,tM
aa

 , 

        tMtq,tu,ta,tM
aaaa

 , 

        tMtq,tu,ta,tM
uaua

 , 

        tMtq,tu,ta,tM
uuuu

 , 

        x,tHx,t,x,tz,x,tz,x,tH
zxz

 , 

        x,tHx,t,x,tz,x,tz,x,tH
zzxzz

 , 

        x,tHx,t,x,tz,x,tz,x,tH
xx zzxzz

 , 

      tgtu,ta,tg
aa

 , 

      x,tfx,tz,x,tz,x,tf
zxz

 , 

      x,tfx,tz,x,tz,x,tf
xx zxz

 , 

где  x,t   и  tqq   пока неизвестные n -мерные вектор-функции, а  '  штрих озна-

чает операцию транспонирование. 

Через                   x,tzx,tzx,tz,xaxaxa,tututu   обозначим произволь-

ный допустимый процесс и запишем приращение критерия качества 

                
          .X,Tz...,,X,TzGX,Tz...,,X,TzG

Ta...,,Taa...,,a

kkkk

kk

1111

11
TTuI-uIuI



    (3.1) 

Далее ясно, что приращение     x,tz,ta   – состояния     x,tz,ta  есть решение задачи 

    ,u,a,tgu,a,tga     (3.2) 

  0
0
 ta ,  (3.3) 

     ,z,z,x,tfz,z,x,tfzx,tBz
xxtxt

   (3.4) 

 
   

  .Xx,x,tz

,Tt,tax,tz





0
0

0   (3.5) 

Умножая обе части соотношения (3.2) ((3.4)) слева скалярно на  tq    x,t , а затем 

интегрируя обе части полученного соотношения по T  (по D ) получим 

                   ,dttq,tu,ta,tMtq,tu,ta,tMdttatq

t

t

t

t

 
1

0

1

0

   (3.6) 

              
1

0

1

0

1

0

1

0

t

t

x

x

t

t

t

x

x

xt
dtdxx,tzx,tBx,tdtdxx,tzx,t   

               .dtdxx,t,x,tz,x,tz,x,tHx,t,x,tz,x,tz,x,tH
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С учетом тождеств (3.6) и (3.7) формула приращения (3.1) записывается в виде 
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

  



1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

111111
uI

t

t

x

x

t

t

t

x

x

xt

t

t

t

t

dtdxx,tzx,tBx,tdtdxx,tzx,tdttq,tu,ta,tM

tq,tu,ta,tMdttatqx,tzGx,tzGtata



 
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Отсюда используя формулу Тейлора, будем иметь 
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  (3.8) 

где   022   при 0 . 

Ясно, что 

   

t

t

data

0

 ,  (3.9) 

       

t

t

x

x

s
ddss,ztax,tz

0 0

 ,  (3.10) 

     

x

x
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0
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    

t

t
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0

 ,  (3.12) 

       
1

0

t

t

ii
dttatTa  , 

          
1

0

1

0

t

t

x

x
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dtdxx,tzx,tTaX,Tz  , 

где  t
i

    x,t
i

  характеристическая функция отрезка  
i

T,t
0  (области    

ii
X,xT,t

00
 ). 

Используя формулы (3.9)-(3.12) и применяя формулу Дирихле (см. напр. [17]) 

можно доказать, что 
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С учетом доказанных тождеств (3.13)-(3.18) формула (3.8) для приращения функци-

онала качества (2.1) представляется в виде 
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  (3.19) 

Если предполагать, что     tq,x,t  является решением системы интегральных урав-

нений 
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то формула приращения (3.19) примет вид 
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Пусть  10,  произвольное число, а   Utv  , Tt  произвольная измеримая и ог-

раниченная r -мерная вектор-функция (допустимое управление). 

В силу выпуклости области управления U  специальное приращение управления 

 tu  можно определить по формуле 

      tutvtu   , Tt .  (3.23) 

Через      ;x,tz,;ta   обозначим специальное приращение вектора состояния 

    x,tz,ta  отвечающее приращению (3.23) управления  tu . 

Используя оценки приведенные например в работах [1-4, 6, 7, 10, 11, 15] доказывается, 

что 

   L;ta  ,  (3.24) 

       Dx,t,L;x,tz,L;x,tz
x

  , 

где 0 constL  некоторое постоянное. 

Используя эти оценки и (3.23) при помощи (3.2)-(3.3), (3.4)-(3.5) доказывается 

Теорема 3.1. Для специального приращения      ;x,tz,;ta   состояния     x,tz,ta  

имеют место разложения 

      t;t;ta    , 

     x,t;x,tm;x,tz   ,  (3.25) 

      x,t;x,tm;x,tz
xx

  , 

где     x,tm,t  является решением аналога уравнения в вариациях 

             ,tutvtgttgt
ua

    (3.26) 



Об одной граничной задаче оптимального управления системами Гурса-Дарбу 

25 

  0
0
t ,  (3.27) 

             ,x,tmx,tfx,tmx,tfx,tmx,tBx,tm
xzztxt x

   (3.28) 

   

  .x,tm

,tx,tm

0
0

0



 
  (3.29) 

С учетом разложений, (3.25) из формулы приращения (3.22), получаем, что 

                          
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                 

        .dtdxx,tmx,tHx,tm

x,tmx,tHx,tmx,tmx,tHx,tmx,tmx,tHx,tm

xzzx

t

t

x

x

zzxxzzzz

xx

xx

2

1

0

1

0



     (3.30) 

4.  Необходимые условия оптимальности 

Из разложения (3.30) следует  

Теорема 4.1. Для оптимальности допустимого управления  tu  в рассматриваемой 

задаче необходимо, чтобы для всех   Utv  , Tt  выполнялось соотношение 

       0
1

0


t

t

u
dttutvtM .  (3.31) 

Необходимое условие оптимальности (3.31) есть аналог линеаризованного (диффе-

ренциального) (см. напр. [18, 19]) условия максимума для рассматриваемой задачи. Сле-

дуя работам [20, 21] можно доказать следующее утверждение. 

Следствие 3.1. Необходимое условие оптимальности (3.31) имеет место тогда, только 

тогда когда для всех правильных точек (точек Лебега) (см. напр. [22-24]) для всех Uw  

выполняется неравенство 

     0  uwM
u . (3.32) 

Соотношение (3.32) есть аналог линеаризованного условия максимума и принадле-

жит классу необходимых условий оптимальности первого порядка и нередко вырож-

дается (см. напр. [25, 26]). Такие случаи называются квазиособыми. 

Определение 3.1. Допустимое управление  tu  назовем квазиособым управлением 

в задаче (2.1)-(2.6), если для всех Uw ,  
10
t,t  

     0  uwM
u .  (3.33) 

Из разложения (3.30) в силу (3.33) следует 

Теорема 3.2. Для оптимальности квазиособого управления  tu  в задаче (2.1)-(2.6) 

необходимо, чтобы неравенство 
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x   (3.34) 

выполнялось для всех   Utv  , Tt . 
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Неравенство (3.34) есть неявное необходимое условие оптимальности квазиособых 

управлений. Используя его можно получить необходимые условия оптимальности 

квазиособых управлений непосредственно выраженные через параметры задачи (2.1)-

(2.6). 

Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения (3.26) с 

начальным условием (3.27) допускает представление [17, 27] 

           ,duvg,tFt

t

t

u 
1

0

   (3.35) 

где  ,tF   nn  матричная функция являющаяся решением задачи 

      a
g,tF,tF  , 

  Et,tF  , 

 ( E   nn  – единичная матрица). 

Используя результат работы [28] решение краевой задачи записывается в виде 

           

t

t

z
dx,fx,;x,tRx,tm

x

0

00
  ,  (3.36) 

где  s,;x,tR    nn  матричная функция решение интегрального уравнения. 

              .d,B,;x,tRds,fs,;x,tRdd,f,;x,tREs,;x,tR

x

s

t

z

t x

s

z x    


 

Из (3.36) с учетом (3.10) имеем 

                   

                  .dx,fgx,;x,tRduvgx,;x,tR
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
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  (3.37) 

Полагая 

         
00

x,fgx,;x,tR,x,tQ
xza
  ,  (3.38) 

из (3.37) получим 

                

t

t

t

t

u
d,x,tQduvgx,;x,tRx,tm

00

0
  . 

А отсюда в силу представления (3.33) имеем 

                     
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Полагая 

         ,ds,sFs,x,tQx,;x,tR,x,tL

t





0

  (3.39) 

окончательно будем иметь 
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            .duvg,x,tLx,tm

t

t

u 

0

   (3.40) 

Следовательно  

           .duvg,x,tLx,tm

t

t

uxx  

0

   (3.41) 

Используя представления (3.35), (3.40), (3.41) займемся преобразованием отдельных 

слагаемых в (3.34). 

При помощи представление (3.33) получим 
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Далее при помощи (3.40), (3.41) доказывается справедливость тождеств 
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Введем обозначения 
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Матричная функция  s,K   является аналогом матричных функций введенные в 

рассмотрение в работах [15, 16, 29]. 

Учитывая обозначение (3.48) и тождества (3.42)-(3.47) неравенство (3.34) записыва-

ется в виде 
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Сформулируем полученный результат. 

Теорема 3.3. Для оптимальности квазиособого управления  tu  в задаче (2.1)-(2.6), 

необходимо чтобы неравенство (3.49) выполнялось для всех   Utu  , Tt . 

Неравенство (3.49) есть интегральное необходимое условие оптимальности квазио-

собых управлений и носит довольно общий характер. Из него можно получить, исполь-

зуя произвольность  tv , ряд более легко проверяемых условий оптимальности. 

Непосредственным следствием теоремы 3.3. является  

Теорема 3.4. При выполнении условий теоремы 3.3 для оптимальности квазиосо-

бых управлений  tu  в задаче (2.1)-(2.6) необходимо, чтобы для всех  
10
t,t , Uw  вы-

полнялся неравенство 

        0


  uwMuw
uu

.  (3.50) 

Неравенство (3.48) есть аналог условия Лежандра-Клебша в случае выпуклой об-

ласти управления. 

Теперь изучим случай вырождения аналога условия Лежандра-Клебша. 

Определение 3.2. Квазиособое управление  tu  назовем квазиособым второго пор-

ядка управлением, если для всех Uw ,  
10
t,t  

        0


  uwMuw
uu

.  (3.51) 

Теорема 3.5. Если  tu  квазиособое второго порядка управление, то для его опти-

мальности необходимо, чтобы 

                  0


  uwgHg,Kguw
uuxuu

  (3.52) 

выполнялось для всех Uw  и  
10
t,t . 

Неравенство (3.52) есть аналог условия Габасова-Кирилловой полученный в [30, 31] 

в случае обыкновенной динамической системы. 
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ABSTRACT 

It is known that Charlier polynomials  axCn ;
 
are defined in terms of 

02 F  hypergeometric functions and they 

satisfy orthogonality relation with respect to a certain discrete measure. There is also well-known interrelation 

between the Charlier and the Laguerre polynomials. Taking into account that the orthogonality with respect to a 

certain continuous measure for the Laguerre polynomials already exists, then, new orthogonality relation for the 

Charlier polynomials of the discrete variable nmx   is proposed with respect to the continuous measure. The 

correctness of this orthogonality relation is proved by using known properties of the Pochhammer symbol and 

Gamma function. Some brief discussions regarding proposed new orthogonality relation for the Charlier polyno-

mials are provided, too. 

Keywords: Charlier polynomials; orthogonality relation; hypergeometric functions. 

СООТНОШЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО НЕПРЕРЫВНОЙ МЕРЕ ДЛЯ МНОГОЧЛЕНОВ ШАРЛЬЕ  

АННОТАЦИЯ 

Известно, что многочлены Шарлье  axCn ;
 
определяются в единицах гипергеометрических функций 

02 F  и они удовлетворяют соотношению ортогональности по отношению конкретной дискретной меры. 

Существует также хорошо известное соотношение, связывающее многочлены Шарлье и Лагерра. Принимая 

во внимание, что уже существует ортогональность по конкретной непрерывной мере для многочленов Ла-

герра, предложено новое соотношение огтогональности по непрерывной мере для многочленов Шарлье 

дискретной переменной nmx  . Используя известные свойства символов Похгаммера и Гамма функ-

ции, доказывается корректность этого соотношения ортогональности. Некоторые короткие обсуждения по 

поводу предложенного нового соотношения ортогональности для многочленов Шарлье тоже представлены. 

Ключевые слова: полиномы Шарлье; отношение ортогональности; гипергеометрические функции. 

ŞARLYE ÇOXHƏDLİLƏRİ ÜÇÜN KƏSİLMƏZ ÖLÇÜYƏ MALİK ORTOQONALLIQ ŞƏRTİ 

XÜLASƏ 

Məlumdur ki,  axCn ;
 
çoxhədliləri 

02 F  hiperhəndəsi funksiyalarının köməyi ilə ifadə olunurlar və onlar mü-

əyyən diskret ölçüyə görə ortoqonallıq münasibətini ödəyirlər. Həmçinin, Şarlye və Lager çoxhədlilərini bir-biri 

ilə bağlayan ifadə də yaxşı məlumdur. Lager çoxhədliləri üçün müəyyən kəsilməz ölçüyə görə ortoqonallığın möv-

cudluğunu nəzərə alaraq, nmx   diskret dəyişənli Şarlye çoxhədliləri üçün kəsilməz ölçüyə malik yeni on-

toqonallıq münasibəti təklif edilmişdir. Pohammer simvolu və Gamma funksiyanın məlum xassələrindən istifadə 

etməklə, bu ortoqonallıq münasibətinin doğruluğu isbat edilmişdir. Şarlye çoxhədliləri üçün təklif edilmiş yeni 

ortoqonallıq münasibəti ilə bağlı bəzi qısa müzakirələr də təqdim edilmişdir. 

Açar sözlər: Charlier polinomları, ortogonality əlaqəsi, hipergeometrik funksiyalar. 
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1. Introduction 

The role that the orthogonal polynomials play to understand any analytical solution of 

the dynamical systems from their statistical point of view is indisputable fact. Usually, all of 

important problems of the quantum physics, which being solved explicitly have quantization 

of their energy spectrum, lead to the wave functions described through the orthogonal poly-

nomial of certain type. One needs to note here that in mathematics, orthogonal polynomials 

themselves arise as solutions to differential or difference equations related to the hypergeo-

metric equations. Currently, there is a list of so-called Askey-scheme of hypergeometric ortho-

gonal polynomials expressed through the certain hypergeometric functions from simple 02 F  

to more high 34 F  [1]. The simplest one in this scheme is well-known Hermite polynomial that 

arises in quantum physics as a solution of the non-relativistic harmonic oscillator in the cano-

nical approach [2]. There are also generalizations of the non-relativistic quantum oscillator 

problem leading to the wave functions expressed through the orthogonal polynomials from 

Askey-scheme high levels. One-dimensional Wigner quantum oscillator [3] expressed through 

the Laguerre polynomials [4], Charlier oscillators [5,6], Krawtchouk oscillators [7], Meixner 

oscillators [6], the relativistic quantum linear and singular oscillators expressed respectively 

through the Meixner-Pollaczek [8] and continuous dual Hahn polynomials [9] are among them. 

Charlier polynomials being on the second level of the so-called Askey-scheme have very 

interesting orthogonality relation that is the orthogonality with respect to a certain discrete 

measure. In spite of the simplest well-known interrelation between the Charlier and the La-

guerre polynomials, the orthogonality with respect to a certain continuous measure for the 

Laguerre polynomials fails in the case of the Charlier polynomials. Therefore, the question on 

the continuous orthogonality relation for the Charlier polynomials still remains open. In this 

paper, we try to answer to this question and present the new orthogonality relation for the 

Charlier polynomials for some range of discrete values of the variable x . This orthogonality 

relation is continuous with respect to the parameter a . 

Our paper is structured as follows: Section 2 provides basic definition and already known 

information about the properties of the Charlier polynomials. The new orthogonality relation 

and its proof are presented in Section 3. 

2. Basic properties of the Charlier polynomials 

Charlier polynomials are defined as 
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They satisfy the following orthogonality relation with respect to the discrete measure 
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and the following recurrence relation: 

  ).;();()();(; 11 axnCaxCanaxaCaxxC nnnn     (3) 

One needs to note that they are the solution of the following difference equation 

        )1(1  xxyxyaxxayxny ,    axCxy n ; ,  (4) 
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as well as the following forward and backward shift operators exist for the Charlier polyno-

mials: 

     axC
a

n
axCaxC nnn ;;;1 1 ,  (5) 

     axCaxC
a

x
axC nnn ;;1; 1 .  (6) 

Their another important property is their following connection with the Laguerre polyno-

mials 

 
 

  aL
a

n
axC nx

nnn






!
; ,  (7) 

where, the Laguerre polynomials are defined as  

  
 

 






n

k

k

kn
k

n xk
k

n

n
xL

0

1
!!

1
 .  (8) 

3. The new orthogonality relation 

In this Section, we propose the new orthogonality relation for the Charlier polynomials 

 axCn ;  with respect to the continuous measure a . Our proposal for this new relation is the 

following: 

   
 











0

1

2

!!
;; mnnm

x

nx

nxn
daanxCamxCae  , .nmx    (9) 

The proof of its correctness is easy. First, we use (1) here and rewrite left-hand side of (9) 

as double sum of the integral relation: 

 
   

 
   














0

1

00

.
!

1
!

1 daae
s

xnn

k

xmm skxass

sn

s

m

k

kkk   (10) 

The integral leads to the well-known Gamma function    !1 skxskx , 0 skx . 

One can also apply in both k  and s  summations the following known properties for the Po-

chhammer symbol  ka :  

 
    























km

m

k

m

k

m kkk 11
!

,      k
k

k kmxxm  11 ,  (11) 

which allows us to re-express (10) as the following:  

         !.11111
00






















 



skxsnx
sn

n
kmx

km

m
s

sn

s

k

m

k

k  (12) 

Now, we can reverse the order of summation for both k  and s  series as kmk  , sns   as 

well as apply the properties of the Pochhammer symbol      knkn aaka  
 and      nana n  , 

from where we obtain that 

       
   

 
   

  
 












m

k

n

s s

ss

k

kk

nm

mn

nxs

knmxn

mxk

nmxm
nmxnxmx

0 0 12!12!
!112121 .

 (13) 

It is easy to observe that the summation by s  is the 12 F  of the following form: 

   
 

.1;
12

,
.

12!
12

0


















 nx

knmxn
F

nxs

knmxnn

s s

ss   (14) 
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One can apply now the Vandermonde summation formula 

 
 n

n

c

bc

c

bn
F











1;

,
12

, (15) 

that simplifies (13) as follows: 

     
   

 
  .1

12!
!1121

0












m

k

n

k

kk
m

mn
knm

mxk

nmxm
nmxmx   (16) 

One can use now another interesting relation for the Pochhammer symbol  
   
 k

nk
n

na

aa
ka






1

1
 

in order to re-express  nknm  1  as  

 
   

 k
nk

n
m

nmmn
knm






1
1 .  (17) 

Inserting (17) in (16) simplifies it as follows: 

       
   

 









m

k k

kk
nm

nm

mxk

nmxmn
nmxnmmx

0 12!
!11121 .  (18) 

Summation by k  is also 12 F  of the following form 

   
 


















m

k k

kk

mx

nmxmn
F

mxk

nmxmn

0

12 1;
12

,

12!
  (19) 

as well as for  nnm 1 we have: 

      .!11 









n

m
nmnm n

n

n
  (20) 

We can use now well-known Gauss summation formula 

   
   

,1;
,

12
bcac

bacc

c

ba
F












   0Re  bac   (21) 

that allows writing (18) in more simple formula: 

   
   
   

.
!!

!2!1
!121

mnxmn

mxnmx
n

n

m
mx m

nm














   (22) 

One can combine  mmx 12  and  !2mx   as      !!212 mxmxmx m   and rewrite (22) 

as follows:  

 
 

.
!!

1
mnx

mxm

m

n

n

mnm






















  (23) 

Due to appeared binomial coefficients in the expression, (23) becomes 0  in case of mn   

whereas the case mn   gives the correct right-hand side of (9), i.e.    nxnxn 2!!  . 

4. Conclusions 

Charlier polynomials are one of the orthogonal polynomials, which various properties 

are studied in different aspects [10,11]. One can note here also their uniform asymptotic ex-

pansions [12-14], generalizations [15], combinatorics [16] etc. In this letter, we propose the new 

orthogonality relation for the Charlier polynomials of the discrete variable nmx   with 

respect to the continuous measure a  and prove the correctness of this proposal. One need to 

note here that due to the known interrelation between the Charlier and Laguerre polynomials 

(7), the orthogonality relation for the Charlier polynomials proposed here leads to the follo-

wing orthogonality relation for the Laguerre polynomials 
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    
 
 










0

)2(21 ,
2!

1
mn

n

n

m

m

nmx

nn

n
dxxLxLxe 



 ,nm    

that arises and plays an important role in the analytical solution of the quantum mechanical 

problem on the Morse oscillator [17]. One can see that it is quite different than well-known 

orthogonality relation for the Laguerre polynomials [1] 

    
 

,
!

1

0

mnnm

ax

n

n
dxxLxLxe 

 




 .1      
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ABSTRACT 

Here we find sufficient conditions that guarantee the separability of degenerate abstract convolution-elliptic 

equations in weighted 𝐿𝑝 spaces. By using these results the existence and uniqueness of maximal regular solution 

of the convolution equation with parameters is obtained in weighted 𝐿𝑝  spaces. In application, the infinite system 

of degenerate elliptic integro-differential equations with parameters are obtained. 

Key Words: sectorial operators, abstract weighted spaces, operator-valued multipliers, convolution equations, 

degenerate integro-differential equations, coercive estimate, iinfinite systems. 

PARAMETRLI CIRLAŞAN INTEQRO-DIFERENSIAL TƏNLIKLƏR SISTEMI 

XÜLASƏ 

İşdə cırlaşan konvolution abstrakt-elliptik tənliklərin çəkili Lp-fəzasında separabelliyini təmin edən kafi 

şərtlər müəyyənləşdirlir. Əldə olunan nəticələrin köməyi ilə parametr daxil olan konvolution tənliklərin çəkili 

fəzalarda maksimal-requlyar həllinin varlığı və yeganəliyi göstərilir. Nəhayət, parametrli cırlaşan elliptik inteqro-

differensial tənliklərin sonsuz sistemi öyrənilir və koersitiv qiymətləndirmə alınır.  

Açar sözlər: sektorial operatorlar, abstrakt çəkili fəzalar, operator qiymətli multiplikatorlar, konvolution 

tənliklər, cırlaşan inteqro-diferensial tənliklər, koersitiv qiymətləndirmə, sonsuz sistemlər.   

СИСТЕМА ВЫРОЖДЕННЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПАРАМЕТРАМИ 

РЕЗЮМЕ 

Здесь мы находим достаточные условия, гарантирующие сепарабельности вырождающихся абстракт-

ных эллиптических уравнений в свертках в весовых Lp- пространствах. Используя эти результаты, мы по-

лучаем существование и единственность максимально-регулярного решения уравнения свертки с парамет-

рами в весовых пространствах. В приложении исследуются бесконечная система вырождающихся эллип-

тических интегро-дифференциальных уравнений с параметрами и получается коэрцитивная оценка. 

Ключевые слова: секториальные операторы, абстрактные весовые пространства, операторно-значные 

мультипликаторы, уравнения свертки, вырожденные интегро-дифференциальные уравнения, коэрцитив-

ная оценка, бесконечные системы. 

 

1. Introduction 

Differential operator equations, have been studied extensively e.g., in [1-3], [8-11], [15-19] 

and the references therein. Convolution-differential equations (CDEs) have been treated e.g., 

in [12-14]. The convolution-differential operator equations (CDOEs) are relatively less inves-

tigated subject. Note that, the regularity properties of infinite system of integro-differential 

equations were studied e.g., in [7], [16] and the references therein. In [15] and [16] regularity 

properties of degenerate CDOEs are studied. The main aim of the present paper is to study the 

maximal regularity properties of the system of degenerate integro-differential equations with 

parameters 

∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

𝑎𝛼 ∗ 𝐷
[𝛼]𝑢𝑚 +∑𝑑𝑗 ∗

∞

𝑗=1

𝑢𝑗 = 𝑓𝑚, 𝑚 = 1,2, …,        (1.1) 
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in weighted space 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝑙𝑞), where 𝑙 is a natural number, 𝑎𝛼 = 𝑎𝛼(𝑥) are complex-valued 

functions, 𝑑𝑗 = 𝑑𝑗(𝑥), 𝑢𝑚 = 𝑢𝑚(𝑥), 𝑓𝑚 = 𝑓𝑚(𝑥), 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛), 𝛼𝑘 are nonnegative integers, 

|𝛼| = ∑ 𝛼𝑘
𝑛
𝑘=1 , 𝜀 = (𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑛), 𝜀𝛼 = ∏ 𝜀𝑘

𝛼𝑘
𝑙𝑛

𝑘=1 , 𝜀𝑘 are positive parameter. Here, the convo-

lutions 𝑎𝛼 ∗ 𝐷
[𝛼]𝑢𝑚, 𝑑𝑗 ∗ 𝑢𝑗 are defined in the distribution sense (see e.g., [2]), where 𝛾 = 𝛾(𝑥) 

is a positive measurable function on 𝛺 ⊂ 𝑅ⁿ and 

𝐷[𝛼] = 𝐷𝑥1
[𝛼1]𝐷𝑥2

[𝛼2]…𝐷𝑥𝑛
[𝛼𝑛], 𝐷𝑥𝑖

[𝛼𝑖] = (𝛾(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
)
𝛼𝑖

. 

In this paper, we establish the uniform separability properties of the parameter dependent 

infinite system of degenerate integro-differential equations (1.1). The main tools of this work 

is the theory of operator-valued Fourier multipliers. This fact is derived by using the represen-

tation formula for the solution of (1.1) and operator valued multipliers in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝑙𝑞). 

The present paper is organized as follows. The first section in this paper contains an intro-

duction. Secton 2 collects definitions, some notations and basic properties of 𝐸 −valued func-

tion spaces, in particular, weighted 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝑙𝑞) space. The third section is devoted to maximal 

regularity in weighted 𝐿𝑝 −spaces and prepares for the proof of the main result of this paper. 

In section 4 by applying this results the maximal regularity of problem (1.1) is proved. 

2. Notation and Definitions 

Let us first some notions. Denote the set of natural numbers by ℕ, the set of real numbers 

by ℝ and the set of complex numbers by ℂ. 

    For 1 < 𝑞 < ∞ we set 

𝑙𝑞 = {𝜉; 𝜉 = {𝜉𝑖}𝑖=1
∞ ;  ‖𝜉‖𝑙𝑞 = (∑|𝜉𝑖|

𝑞

∞

𝑖=1

)

1
𝑞⁄

< ∞, 𝜉𝑖 ∈ ℂ}. 

Let 𝐸 be a Banach space and 𝛾 = 𝛾(𝑥), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) be a positive measurable weighted 

function on a 𝑅𝑛. Let 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝐸) denote the space of strongly 𝐸 −valued functions that are 

defined on 𝑅𝑛 with the norm 

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛾 = ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛; 𝐸) =

{
 
 

 
 

( ∫ ‖𝑓(𝑥)‖𝐸
𝑝

𝑅𝑛

𝛾(𝑥) dx)

1
𝑝⁄

𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝑅𝑛

[𝛾(𝑥)‖𝑓(𝑥)‖𝐸] , 𝑝 = ∞.

1 ≤ 𝑝 < ∞ 

Moreover, if 𝑝 ∈ (1,∞) and 𝛾(𝑥) is a positive measurable function, then 

𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝑙𝑞) = {𝑓; 𝑓 = {𝑓𝑖(𝑥)}𝑖=1

∞ ,  ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛; 𝑙𝑞) = ( ∫ ‖{𝑓𝑖(𝑥)}‖𝑙𝑞
𝑝

𝑅𝑛

𝛾(𝑥) dx)

1
𝑝⁄

< ∞}. 

Clearly, 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝑙𝑞)is a Banachspace. For 𝛾(𝑥) = 1 we write 𝐿𝑝(𝑅

𝑛;  𝑙𝑞). 

The weight 𝛾 =  𝛾(𝑥) satisfy an 𝐴𝑝 condition, i.e. , 𝛾 ∈ 𝐴𝑝, 𝑝 ∈ (1,∞) if there is a positive 

constant 𝐶 such that 

𝑠𝑢𝑝
𝑄
(
1

|𝑄|
∫ 𝛾(𝑥) dx

𝑄

)(
1

|𝑄|
∫ 𝛾

−
1

𝑝−1(𝑥) dx

𝑄

)

𝑝−1

≤ 𝐶 

for all cubes 𝑄 ⊂ 𝑅𝑛 (see e.g., [8, Ch.9]). 



Hummet  K. Musaev 

38 

The result [18] implies that the space 𝑙𝑞 for 𝑞 ∈ (1,∞) satisfies multiplier condition with 

respect to 𝑝 ∈ (1,∞) and the weight functions 𝛾(𝑥) = ∏ |𝑥𝑘|
𝜈𝑛

𝑘=1 for −
1

𝑛
< 𝜈 <

1

𝑛
(𝑝 − 1). 

Here, 

𝑆𝜑 = {𝜆 ∈ 𝐶, |𝑎𝑟𝑔𝜆| ≤ 𝜑} ∪ {0}, 0 ≤ 𝜑 < 𝜋. 

Let 𝐸1 and 𝐸2 be two Banach spaces and let 𝐵(𝐸1, 𝐸2) denote the space of bounded linear 

operators from 𝐸1to 𝐸2. For 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸 we denote 𝐵(𝐸, 𝐸) by 𝐵(𝐸). 

Let 𝐷(𝐴), 𝑅(𝐴) denote the domain and range of the linear operator in 𝐸, respectively. Let 

𝐾𝑒𝑟 𝐴 denote a null space of 𝐴. 

A closed linear operator 𝐴 is said to be 𝜑 − sectorial (or sectorial for 𝜑 = 0) in a Banach 

space 𝐸 with bound 𝑀 > 0 if 𝐾𝑒𝑟 𝐴 = {0}, 𝐷(𝐴) and 𝑅(𝐴) are dense on 𝐸, and ‖(𝐴 +

𝜆𝐼)⁻¹‖𝐵(𝐸) ≤ 𝑀|𝜆|
−1 for all 𝜆 ∈ 𝑆𝜑, 𝜑 ∈ [0, 𝜋), where 𝐼 is an identity operator in 𝐸. Sometimes 

𝐴 + 𝜆𝐼 will be written as 𝐴 + 𝜆 and will be denoted by 𝐴𝜆. It is known (see e.g., [17, §1.15.1]) 

that the fractional powers of the operator 𝐴 are well defined. 

Let 𝐸(𝐴𝜃) denote the space 𝐷(𝐴𝜃) with the graph norm 

‖𝑢‖𝐸(𝐴𝜃) = (‖𝑢‖𝐸
𝑝
+ ‖𝐴𝜃𝑢‖

𝐸

𝑝
)

1
𝑝
 1 ≤ 𝑝 < ∞, −∞ < 𝜃 < ∞. 

Note that the above norms are equivalent for 𝑝 ∈ [1,∞). 

Here, 𝑆 = 𝑆(𝑅𝑛; 𝐸) denotes the 𝐸 −valued Schwartz class, i.e., the space of 𝐸 −valued ra-

pidly decreasing smooth functions on 𝑅𝑛, equipped with its usual topology generated by se-

minorms. 𝑆(𝑅𝑛; ℂ) will be denoted by just 𝑆. 

Let 𝑆′(𝑅𝑛; 𝐸) denote the space of all continuous linear operators, 𝐿: 𝑆 → 𝐸, equipped with 

topology of bounded convergence. Recall 𝑆(𝑅𝑛; 𝐸) is norm dense in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝐸) when 

1 < 𝑝 < ∞, 𝛾 ∈ 𝐴𝑝. 

𝐶(𝑅𝑛, 𝐸)and𝐶(𝑚)(𝑅𝑛; 𝐸) will denote the spaces of 𝐸 −valued bounded uniformly strongly 

continuous and 𝑚 −times continuously differentiable functions on 𝑅𝑛, respectively. 

Here, 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛), where 𝛼𝑖 are integers. An 𝐸 −valued generalized function 𝐷𝛼𝑓 

is called a generalized derivative in the sense of Schwartz distributions of the function 

𝑓 ∈ 𝑆(𝑅𝑛; 𝐸) if 

< 𝐷𝛼𝑓, 𝜑 >= (−1)|𝛼| < 𝑓, 𝐷𝛼𝜑 > 

holds for all 𝜑 ∈ 𝑆. 

Let 𝐹 denote the Fourier transform. Throughout this section the Fourier transformation 

of a function 𝑓  will be denoted by𝑓and 𝐹−1𝑓 = 𝑓. It is known that 

𝐹(𝐷𝑥
𝛼𝑓) = (𝑖𝜉1)

𝛼1 . . . (𝑖𝜉𝑛)
𝛼𝑛𝑓, 𝐷𝜉

𝛼(𝐹(𝑓)) = 𝐹[(−𝑖𝑥1)
𝛼1 . . . (−𝑖𝑥𝑛)

𝛼𝑛𝑓] 

for all 𝑓 ∈ 𝑆′(𝑅𝑛; 𝐸). 

Suppose 𝐸1 and 𝐸2 are two Banach spaces. 𝐴 function𝛹 ∈ 𝐿∞(𝑅
𝑛; 𝐵(𝐸1, 𝐸2)) is called a 

Fourier multiplier from 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝐸1) to 𝐿𝑝,𝛾(𝑅

𝑛; 𝐸2) for 𝑝 ∈ (1,∞) if the map 𝑢 → 𝑇𝑢 =

𝐹⁻¹𝛹(𝜉)𝐹𝑢, 𝑢 ∈ 𝑆(𝑅𝑛; 𝐸1) is well defined and extends to a bounded linear operator 

𝑇: 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝐸1) → 𝐿𝑝,𝛾(𝑅

𝑛; 𝐸2) 

A set 𝐾 ⊂ 𝐵(𝐸1, 𝐸2) is called R-bounded (see e.g., [5], [19]) if there is a constant 𝐶 > 0 such 

that for all 𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑚 ∈ 𝐾 and 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚 ∈ 𝐸1,𝑚 ∈ ℕ 
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∫‖∑𝑟𝑗(𝑦)𝑇𝑗𝑢𝑗

∞

𝑖=1

‖

𝐸2

𝑑𝑦

1

0

≤ 𝐶∫‖∑𝑟𝑗(𝑦)𝑢𝑗

𝑚

𝑖=1

‖

𝐸1

𝑑𝑦,

1

0

 

Where {𝑟𝑗} is a sequence of independent symmetric {−1; 1}-valued random variables on 

[0,1]. The smallest 𝐶 for which the above estimate holds is called the 𝑅 −bound of 𝐾 and 

denoted by 𝑅(𝐾). 

A Banach space 𝐸 is said to be a space satisfying the multiplier condition with respect to 

weighted function 𝛾 and 𝑝 ∈ (1,∞) (or multiplier condition with respect to 𝑝 ∈ (1,∞) when 

𝛾(𝑥) ≡ 1) if for any 𝛹 ∈ 𝐶(𝑛)(𝑅𝑛\{0};𝐵(𝐸)) the 𝑅 −boundedness of the set 

{|𝜉||𝛽|𝐷𝜉
𝛽
𝛹(𝜉): 𝜉 ∈ 𝑅𝑛\{0}, 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛), 𝛽𝑘 ∈ {0,1}} 

implies that 𝛹 is a Fourier multiplier in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝐸). 

A sectorial operator 𝐴(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 is said to be uniformly 𝑅 −sectorial in a Banach space 𝐸 

if there exists a 𝜑 ∈ [0, 𝜋) such that 

sup
𝑥∈𝑅𝑛

𝑅({[𝐴(𝑥)(𝐴(𝑥) + 𝜉𝐼)−1]: 𝜉 ∈ 𝑆𝜑}) ≤ 𝑀. 

Note that, in Hilbert spaces every norm bounded set is 𝑅 −bounded. Therefore, in Hilbert 

spaces all sectorial operators are 𝑅 −sectorial. 

Let 𝐴 = 𝐴(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 be closed linear operator in 𝐸 with domain 𝐷(𝐴) independent of 𝑥. 

The Fourier transformation of 𝐴(𝑥) is a linear operator with the domain 𝐷(𝐴) defined as 

�̂�(𝜉)𝑢(𝜑) = 𝐴(𝑥)𝑢(�̂�) for 𝑢 ∈ 𝑆′(𝑅𝑛; 𝐷(𝐴)), 𝜑 ∈ 𝑆(𝑅𝑛). 

(For details see e.g., [2, Section 3]). 

Let ℎ ∈ ℝ,𝑚 ∈ ℕ and 𝑒𝑘 , 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛 be the standard unit vectors of 𝑅𝑛, 

𝛥𝑘(ℎ)𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + ℎ𝑒𝑘) − 𝑓(𝑥) 

𝐴(𝑥)is differentiable if there is the limit 

(
𝜕𝐴

𝜕𝑥𝑘
) 𝑢 = lim

ℎ→0

𝛥𝑘(ℎ)𝐴(𝑥)𝑢

ℎ
, 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴). 

in the sense of 𝐸 −norm. 

Let 𝐸0 and 𝐸 be two Banach spaces, where 𝐸0 is continuously and densely embedded 

into E. Let l be a natural number. 𝑊𝑝,𝛾
𝑙 (𝑅𝑛; 𝐸0, 𝐸) denotes the space of all functions from 

𝑆′(𝑅𝑛; 𝐸0) such that 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝐸0) and the generalized derivatives 𝐷𝑘

𝑙𝑢 =
𝜕𝑙𝑢

𝜕𝑥𝑘
𝑙 ∈ 𝐿𝑝,𝛾(𝑅

𝑛; 𝐸) with 

the norm 

‖𝑢‖𝑊𝑝,𝛾𝑙 (𝑅𝑛;𝐸0,𝐸)
= ‖𝑢‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸0) +∑‖𝐷𝑘

𝑙𝑢‖
𝐿𝑝,𝛾(𝑅

𝑛;𝐸)
< ∞.

𝑛

𝑘=1

 

It is clear that 

𝑊𝑝,𝛾
𝑙 (𝑅𝑛; 𝐸0, 𝐸) = 𝑊𝑝,𝛾

𝑙 (𝑅𝑛; 𝐸) ∩ 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝐸0). 

𝑊𝑝,𝛾
[𝑙](𝑅𝑛; 𝐸0, 𝐸) denotes the space of all functions from 𝑆′(𝑅𝑛; 𝐸0) such that 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑅

𝑛; 𝐸0) 

and 𝐷𝑘
[𝑙]𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑅

𝑛; 𝐸) with the norm 

 ‖𝑢‖
𝑊𝑝,𝛾
[𝑙]
(𝑅𝑛;𝐸0,𝐸)

= ‖𝑢‖𝐿𝑝(𝑅𝑛;𝐸0) +∑‖𝐷𝑘
[𝑙]𝑢‖

𝐿𝑝(𝑅
𝑛;𝐸)

𝑛

𝑘=1

< ∞. 
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Note that if 𝑙 ≥ 2, 𝐸 is a space satisfying the multiplier condition with respect to weighted 

function 𝛾 and 𝑝 ∈ (1,∞), then the above definitions are equivalent with usual definitions (see 

e.g., in [14]), i.e. 

‖𝑢‖𝑊𝑝,𝛾𝑙 (𝑅𝑛;𝐸0,𝐸)
≃ ‖𝑢‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸0) + ∑‖𝐷𝛼𝑢‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛;𝐸)

|𝛼|≤𝑙

, 

  

‖𝑢‖
𝑊𝑝,𝛾
[𝑙]
(𝑅𝑛;𝐸0,𝐸)

≃ ‖𝑢‖𝐿𝑝(𝑅𝑛;𝐸0) + ∑‖𝐷[𝛼]𝑢‖
𝐿𝑝(𝑅

𝑛;𝐸)
|𝛼|≤𝑙

. 

A function 𝑢 ∈ 𝑊𝑝,𝛾
[𝑙](𝑅𝑛; 𝐸(𝐴), 𝐸)satisfying the equation (1.1) a.e., on 𝑅𝑛, is called a solution 

of the equation (1.1). 

3.  Infinite system of integro-differential equations with parameters 

Consider the following nondegenerate integro-differential equations with parameters 

∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

𝑎𝛼 ∗ 𝐷
𝛼𝑢𝑚 +∑𝑑𝑗 ∗

∞

𝑗=1

𝑢𝑗 = 𝑓𝑚, 𝑚 = 1,2, …,                                        (3.1) 

where, ε, 𝜀𝛼 are parameters, 𝑎𝛼 are complex-valued functions defined in (1.1). 

In this section we find sufficient conditions that guarantee the separability of the problem 

(3.1). Note that, section 3, prepares for the proof of the main result of this paper. This facts is 

derived by using is a Fourier multiplier theorem for operator-valued multiplier functions on 

vector-valued Banach spaces. 

Consider operator functions, 

𝜎0𝜀(𝜉, 𝜆) = 𝜆([�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] + 𝐿𝜀(𝜉) + 𝜆)
−1
, 𝜎1𝜀(𝜉, 𝜆) = [�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚]([�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] + 𝐿𝜀(𝜉) + 𝜆)

−1
, 

𝜎2𝜀(𝜉, 𝜆) = ∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

|𝜆|1−
|𝛼|
𝑙 �̂�𝛼(𝜉)(𝑖𝜉)

𝛼([�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] + 𝐿𝜀(𝜉) + 𝜆)
−1
, 

Where 𝛿𝑗𝑚 , 𝑚, 𝑗 = 1,2, . . . , ∞, is the Kronecker symbol. 

Lemma 3.1.Assume [�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] is a uniformly 𝜑 - sectorial operator in 𝑙𝑞with 𝜑 ∈ [0, 𝜋) and 

𝑎𝛼 ∈ 𝐿∞(𝑅
𝑛) such that 

𝐿𝜀(𝜉) = ∑ 𝜀𝛼�̂�𝛼(𝜉)(𝑖𝜉)
𝛼 ∈ 𝑆𝜑1 ,   |𝐿𝜀(𝜉)| ≥ 𝐶∑𝜀𝑘|�̂�𝛼(𝑙,𝑘)|

𝑛

𝑘=1|𝛼|≤𝑙

|𝜉𝑘|
𝑙 ,                  (3.2) 

For 𝛼(𝑙, 𝑘) = (0,0, . . . , 𝑙, 0,0, . . . ,0), i.e., 𝛼𝑖 = 0, 𝑖 ≠ 𝑘, 𝛼𝑘 = 𝑙, 𝑖 = 1,2, . . . 𝑛, 𝜑1 ∈ [0, 𝜋), 𝜉 =

(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝑅
𝑛 and 𝜆 ∈ 𝑆𝜑2 with 𝜑2 ∈ [0, 𝜋), where 𝜑 + 𝜑1 + 𝜑2 < 𝜋, then the operator 

functions 𝜎𝑖𝜀(𝜉, 𝜆) are uniformly bounded, i.e., 

‖𝜎𝑖𝜀(𝜉, 𝜆)‖𝐵(𝐸) ≤ 𝐶, 𝑖 = 0,1,2. 

Proof. By virtue of [6, Lemma 2.3], for 𝐿𝜀(𝜉) ∈ 𝑆𝜑1 , 𝜆 ∈ 𝑆𝜑2 and 𝜑1 + 𝜑2 < 𝜋 there exists a 

positive constant 𝐶 such that 

|𝜆 + 𝐿𝜀(𝜉)| ≥ 𝐶(|𝜆| + |𝐿𝜀(𝜉)|).                                              (3.3) 

Since 𝐿𝜀(𝜉) ∈ 𝑆𝜑1in view of (3.2), (3.3) and resolvent properties of [�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚], the operator 

function ([�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] + 𝐿𝜀(𝜉) + 𝜆)
−1

 is uniformly bounded for all 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, 𝜆 ∈ 𝑆𝜑2 . Moreover, 

since [�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] is a sectorial operator we have 
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‖𝜎0𝜀(𝜉, 𝜆)‖𝐵(𝐸) ≤ 𝑀|𝜆|(1 + |𝜆| + |𝐿𝜀(𝜉)|)
−1 ≤ 𝑀0. 

Moreover, by resolvent properties of sectorial operator [�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] we obtain 

‖𝜎1𝜀(𝜉, 𝜆)‖𝐵(𝐸) ≤ 1 +𝑀|𝜆 + 𝐿𝜀(𝜉)|(1 + |𝜆 + 𝐿𝜀(𝜉)|)
−1 ≤ 𝑀1. 

It is clear to see that 

‖𝜎2𝜀(𝜉, 𝜆)‖𝐵(𝐸) ≤ 𝐶 ∑|𝜆|

|𝛼|≤𝑙

∏[𝜀𝑘

1
𝑙 |𝜉||𝜆|−

1
𝑙 ]

𝛼𝑘

‖([�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] + 𝐿𝜀(𝜉) + 𝜆)
−1
‖
𝐵(𝐸)

.

𝑛

𝑘=1

       (3.4) 

By using the following well known inequality 

𝑦1
𝛼1𝑦2

𝛼2 …𝑦𝑛
𝛼𝑛 ≤ 𝐶 (1 +∑𝑦𝑘

𝑙

𝑛

𝑘=1

) , 𝑦𝑘 ≥ 0, |𝛼| ≤ 𝑙,                               (3.5) 

For 𝑦𝑘 = (𝜀𝑘

1

𝑙 |𝜆|−
1

𝑙 |𝜉𝑘|)

𝛼𝑘

 we get 

‖𝜎2𝜀(𝜉, 𝜆)‖𝐵(𝐸) ≤ 𝐶 ∑|𝜆|

|𝛼|≤𝑙

(1 +∑𝜀𝑘|𝜉𝑘|
𝑙

𝑛

𝑘=1

|𝜆|−1) |𝜆 + 𝐿𝜀(𝜉)|
−1. 

Taking into account the (3.2)-(3.5) we obtain 

‖𝜎2𝜀(𝜉, 𝜆)‖𝐵(𝐸) ≤ 𝐶 (|𝜆| +∑𝜀𝑘|𝜉𝑘|
𝑙

𝑛

𝑘=1

) (|𝜆| + |𝐿𝜀(𝜉)|)
−1 ≤ 𝐶. 

Lemma 3.2. Assume (3.2) holds. Suppose �̂�𝛼 , �̂�𝑗 ∈ 𝐶
(𝑛)(𝑅𝑛), and there exist positive cons-

tants 𝐶1, 𝐶2,  such that 

|𝜉||𝛽||𝐷𝛽�̂�𝛼(𝜉)| ≤ 𝐶1, 

|𝜉||𝛽||𝐷𝛽�̂�𝑗(𝜉)| ≤ 𝐶2, 𝛽𝑘 ∈ {0,1}, 𝜉 ∈ 𝑅
𝑛\{0}, 0 ≤ |𝛽| ≤ 𝑛. 

Then, operators |𝜉||𝛽|𝐷𝜉
𝛽
𝜎𝑖𝜀(𝜉, 𝜆)𝑖 = 0,1,2 are uniformly bounded. 

Proof. By using a similar technique as in [13] we obtain the 

|𝜉||𝛽|𝐷
𝛽
𝜎𝑖𝜀(𝜉, 𝜆)𝑖 = 0,1,2. 

Now first we establish coercive estimate for nondegenerate case equation (1.1) and apply 

them to study regularity of the degenerate equation with parameters. Consider the following 

nondegenerate CDOE   

∑ 𝜀𝛼𝑎𝛼 ∗

|𝛼|≤𝑙

𝐷𝛼𝑢𝑚 +∑(𝑑𝑗 + 𝜆)

∞

𝑗=1

∗ 𝑢𝑗 = 𝑓𝑚,                                        (3.6) 

in weighted space 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝑙𝑞), where 𝑙 is a natural number, 𝑎𝛼 = 𝑎𝛼(𝑥) are complex-valued 

functions, 𝑑𝑗 = 𝑑𝑗(𝑥), 𝑢𝑚 = 𝑢𝑚(𝑥), 𝑓𝑚 = 𝑓𝑚(𝑥), 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛), 𝛼𝑘 are nonnegative integers 

𝜀 = (𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑛),𝜀𝛼 = ∏ 𝜀𝑘

𝛼𝑘
𝑙𝑛

𝑘=1 , 𝜀𝑘 are positive, 𝜆 is a complex parameter. Here, the convo-

lutions 𝑎𝛼 ∗ 𝐷
𝛼𝑢𝑚, 𝑑𝑗 ∗ 𝑢𝑗 are defined in the distribution sense (see e.g., [2]).  

    For 1 < 𝑞 < ∞ we set 

𝑙𝑞 = {𝜉; 𝜉 = {𝜉𝑖}𝑖=1
∞ ;  ‖𝜉‖𝑙𝑞 = (∑|𝜉𝑖|

𝑞

∞

𝑖=1

)

1
𝑞⁄

< ∞, 𝜉𝑖 − complex numbers}. 
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Moreover, if 𝛾(𝑥) is a positive measurable function, and if 1 < 𝑝 < ∞, then 

𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝑙𝑞) = {𝑓; 𝑓 = {𝑓𝑖(𝑥)}𝑖=1

∞ ;  ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛; 𝑙𝑞) = ( ∫ ‖{𝑓𝑖(𝑥)}‖𝑙𝑞
𝑝

𝑅𝑛

𝛾(𝑥) dx)

1
𝑝⁄

< ∞}. 

Clearly, 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛;  𝑙𝑞) is a Banach space. It is known that 

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛾(𝑅𝑛; 𝑙𝑞) = ( ∫ (∑|𝑓𝑖(𝑥)|
𝑞

∞

𝑖=1

)

𝑝
𝑞⁄

𝑅𝑛

𝛾(𝑥) dx)

1
𝑝⁄

, 

  Let 𝑑(𝑥)  =  {𝑑𝑚(𝑥)}, 𝑑 𝑚 > 0, 𝑢 = {𝑢𝑚}, 𝑑 ∗ 𝑢 = {𝑑𝑚 ∗ 𝑢𝑚}, 

 

𝑙𝑞(𝑑) = {𝑢 ∈ 𝑙𝑞 , ‖𝑢‖𝑙𝑞(𝑑) = (∑|𝑑𝑚(𝑥) ∗ 𝑢𝑚|
𝑞

∞

𝑚=1

)

1
𝑞⁄

< ∞ } , 1 < 𝑞 < ∞. 

    Let 

𝑋 = 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝑙𝑞), 𝑌 = 𝑊𝑝,𝛾

𝑙 (𝑅𝑛;  𝑙𝑞(𝑑), 𝑙𝑞), 𝑝 ∈ (1,∞). 

Theorem 3.1. Assume that the all conditions of the Lemma 3.2 are satisfied and 𝑙𝑞 satisfying 

the multiplier condition with respect to weighted function 𝛾 ∈ 𝐴𝑝 and 𝑝 ∈ (1,∞). Let [�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] 

be a uniformly 𝑅 −sectorial operator in 𝑙𝑞 with 𝜑 ∈ [0, 𝜋), 𝜆 ∈ 𝑆𝜑2 and 0 ≤ 𝜑 + 𝜑1 + 𝜑2 < 𝜋. 

Then, problem (3.6) has a unique solution 𝑢 and the coercive uniform estimate holds 

∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

|𝜆|1−
|𝛼|
𝑙 ‖𝑎𝛼 ∗ 𝐷

𝛼𝑢‖𝑋 + ‖𝑑𝑗(𝑥)𝛿𝑗𝑚 ∗ 𝑢‖𝑋 +
|𝜆|‖𝑢‖𝑋 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑋           (3.7) 

for all 𝑓 ∈ 𝑋. 

Proof. By applying the Fourier transform to equation (3.6) we get 

�̂�(𝜉) = ([�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] + 𝐿𝜀(𝜉) + 𝜆)
−1
𝑓(𝜉).                                  (3.8) 

Hence, the solution of (3.6) can be represented as 𝑢(𝑥) = 𝐹−1([�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] + 𝐿𝜀(𝜉) + 𝜆)
−1
𝑓.  

Using [14, Theorem 2.1]  from (3.8) we obtain 

|𝜆|‖𝑢‖𝑋 ≤ 𝐶0‖𝑓‖𝑋, ‖[𝑑𝑗(𝑥)𝛿𝑗𝑚] ∗ 𝑢‖𝑋 ≤ 𝐶1
‖𝑓‖𝑋, 

∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

|𝜆|1−
|𝛼|
𝑙 ‖𝑎𝛼 ∗ 𝐷

𝛼𝑢‖𝑋 ≤ 𝐶2‖𝑓‖𝑋, 

for all  𝑓 ∈ 𝑋. By using a similar technique as in [13] and [15] we get the assertion. 

Let 𝑂𝜀 be an operator in 𝑋 generated by problem (3.6) for 𝜆 = 0, i.e., 

𝐷(𝑂𝜀) ⊂ 𝑌, 𝑂𝜀𝑢 = ∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

𝑎𝛼 ∗ 𝐷
𝛼𝑢𝑚 + 𝑑𝑗 ∗ 𝑢𝑗 . 

From Theorem 3.1 we have: 

Result 3.1.  Assume that the all conditions of Theorem 3.1 hold. Then, for all 𝜆 ∈ 𝑆𝜑2 the fol-

lowing uniform coercive estimate holds 

∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

|𝜆|1−
|𝛼|
𝑙 ‖𝑎𝛼 ∗ 𝐷

𝛼(𝑂𝜀 + 𝜆)
−1‖𝐵(𝑋) + ‖[𝑑𝑗(𝑥)𝛿𝑗𝑚] ∗ (𝑂𝜀 + 𝜆)

−1‖
𝐵(𝑋)

+ ‖𝜆(𝑂𝜀 + 𝜆)
−1‖𝐵(𝑋) ≤ 𝐶. 
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Theorem 3.1 particularly implies that the operator 𝑂𝜀is uniformly sectorial in 𝑋; moreover, 

if [�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] is uniformly 𝑅 −sectorial for 𝜑 ∈ ((𝜋/2), 𝜋), then the operator 𝑂𝜀 is a negative 

generator of an analytic semigroup in 𝑋 (see e.g., [17, §1.14.5]). 

In this work we rely on the recent paper by [12] and [14] where the corresponding prob-

lem is studied extensively. 

4.  Infinite system of degenerate integro-differential                                       

equations with parameters 

Now we are ready to present our main results. We find sufficient conditions that guarantee 

the seperability of the problem (1.1). Consider the following infinite system of convolution 

equation 

∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

𝑎𝛼 ∗ 𝐷
[𝛼]𝑢𝑚 +∑(𝑑𝑗 + 𝜆) ∗ 𝑢𝑗

∞

𝑗=1

= 𝑓𝑚,                              (4.1) 

where𝜀, 𝜀𝛼 , 𝜆 are parameters, 𝑎𝛼are complex-valued functions defined in (1.1) and 

𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛),  𝑎𝛼 = 𝑎𝛼(𝑥), 𝜀𝛼 =∏𝜀𝑘

𝛼𝑘
𝑙

𝑛

𝑘=1

, 𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥), 𝑑𝑗 = 𝑑𝑗(𝑥),  𝑓𝑚 = 𝑓𝑚(𝑥). 

Here, the convolutions  𝑎𝛼 ∗ 𝐷
[𝛼]𝑢𝑚, 𝑑𝑗 ∗ 𝑢𝑗 are defined distribution sense (see e.g., [2]) and 

𝐷[𝛼] = 𝐷𝑥1
[𝛼1]𝐷𝑥2

[𝛼2]…𝐷𝑥𝑛  
[𝛼𝑛], 𝐷𝑥𝑘

[𝛼𝑘] = (𝛾(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑘
)
𝛼𝑘

. 

𝛾(𝑥) = ∏ |𝑥𝑘|
𝜈𝑛

𝑘=1 , −
1

𝑛
< 𝜈 <

𝑝−1

𝑛
 is a positive measurable weighted function. 

    Let 𝑄𝜀 denote the differential operator in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝑙𝑞) generated by (4.1) for 𝜆 = 0. 

�̃� = 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝑙𝑞), �̃� = 𝑊𝑝,𝛾

[𝑙](𝑅𝑛; 𝑙𝑞(𝑑), 𝑙𝑞), 𝐵 = 𝐵(�̃�). 

    In this section we show the following result: 

Theorem 4.1. Assume that the all conditions of the Lemma 3.2 are satisfied and {𝑑𝑗(𝑥)}1
∞
∈ 𝑙𝑞,  

for all 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 and some 𝑥0 ∈ 𝑅
𝑛, 

𝐶1|𝑑𝑗(𝑥0)| ≤ |𝑑𝑗(𝑥)| ≤ 𝐶2|𝑑𝑗(𝑥0)|. 

    Then:  (a) for all 

𝑓(𝑥) = {𝑓𝑚(𝑥)}1
∞ ∈ 𝐿𝑝 (𝑅

𝑛; 𝑙𝑞(𝑑)), 

For 𝜆 ∈ 𝑆𝜑 , 𝜑 ∈ [0, 𝜋) problem (4.1) has a unique solution 𝑢 = {𝑢𝑚(𝑥)}1
∞that belongs to 

�̃�  and the following coercive estimate holds 

∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

|𝜆|1−
|𝛼|
𝑙 ( ∫ (∑| 𝑎𝛼 ∗ 𝐷

[𝛼]𝑢𝑚|
𝑞

∞

𝑚=1

)

𝑝
𝑞

𝑅𝑛

𝑑𝑥)

1
𝑝

+

(

 
 
∫ (∑ |∑(𝑑𝑗 + 𝜆)

∞

𝑗=1

∗ 𝑢𝑗|

𝑞
∞

𝑚=1

)

𝑝
𝑞

𝑅𝑛

𝑑𝑥

)

 
 

1
𝑝

≤≤ 𝐶 ( ∫ (∑|𝑓𝑚|
𝑞

∞

𝑚=1

)

𝑝
𝑞

𝑅𝑛

𝑑𝑥)

1
𝑝

; 

(b) For 𝜆 ∈ 𝑆𝜑 there exists a resolvent (𝑄𝜀 + 𝜆)
−1and 

∑|𝜆|1−
|𝛼|
𝑙

|𝛼|≤𝑙

‖ 𝑎𝛼 ∗ [𝐷
[𝛼](𝑄𝜀 + 𝜆)

−1]‖
𝐵(�̃�)

+ ‖𝑑 ∗ (𝑄𝜀 + 𝜆)
−1‖𝐵(�̃�) + ‖𝜆(𝑄𝜀 + 𝜆)

−1‖𝐵(�̃�) ≤ 𝐶. 

Proof. For this proof first we consider the following substitution 
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𝑦𝑘 = ∫ 𝛾−1(𝑧)𝑑𝑧,   𝑘 = 1,2, … , 𝑛.

𝑥𝑘

0

                                              (4.2) 

It is clear that, under the substitution (4.2), 𝐷[𝛼]𝑢 transforms to 𝐷𝛼𝑢.Moreover, the spaces 

𝐿𝑝(𝑅
𝑛; 𝑙𝑞), 𝑊𝑝,𝛾

[𝑙]
(𝑅𝑛; 𝑙𝑞(𝑑), 𝑙𝑞)are mapped isomorphically onto the weighted spaces 𝐿𝑝,𝛾(𝑅

𝑛; 𝑙𝑞),  

and 𝑊𝑝,𝛾
𝑙 (𝑅𝑛; 𝑙𝑞(𝑑), 𝑙𝑞) respectively where, 

𝛾 = �̃�(𝑦) = 𝛾(𝑥(𝑦)) = 𝛾(𝑥1(𝑦1), 𝑥2(𝑦2), … , 𝑥𝑛(𝑦𝑛)). 

Moreover, under (4.2) the degenerate problem (4.1) considered in 𝐿𝑝(𝑅
𝑛; 𝑙𝑞) is transfor-

med into the nondegenerate problem (3.6) in 𝐿𝑝,𝛾(𝑅
𝑛; 𝑙𝑞), where 

 𝑎𝛼 =  𝑎𝛼(𝑦) =  𝑎𝛼(�̃�(𝑦)), 𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑦) = 𝑢𝑗(�̃�(𝑦)) 

[𝑑𝑗𝛿𝑗𝑚] = [�̃�𝑗(𝑦)𝛿𝑗𝑚] = [𝑑𝑗(�̃�(𝑦))𝛿𝑗𝑚], 𝑓𝑚 = 𝑓𝑚(𝑦) = 𝑓𝑚(�̃�(𝑦)). 

Then it is easy to see that [�̂�𝑗(𝜉)𝛿𝑗𝑚] is uniformly 𝑅 −sectorial in 𝑙𝑞 and the all condtions 

of Theorem 3.1 hold. Moreover, the space 𝑙𝑞 satisfies the multiplier condition with respect to 

power weighted function 𝛾(𝑥) = |𝑥|𝜈 , −
1

𝑛
< 𝜈 <

𝑝−1

𝑛
 and 𝑝 ∈ (1,∞). Therefore, by virtue of 

Theorem 3.1 we obtain the 

∑ 𝜀𝛼
|𝛼|≤𝑙

|𝜆|1−
|𝛼|
𝑙 ‖𝑎𝛼 ∗ 𝐷

[𝛼]𝑢𝑚‖�̃� + ‖∑(𝑑𝑗 ∗ 𝑢𝑗)

∞

𝑗=1

‖

�̃�

+ |𝜆|‖𝑢𝑗‖�̃� ≤ 𝐶
‖𝑓𝑚‖�̃� 

From this we get that assertion (a). Taking into account Theorem 3.1, substitution (4.2) and 

Result 3.1.we have for all 𝜆 ∈ 𝑆𝜑 there exist the resolvent of operator 𝑄𝜀 and has the estimate 

∑ 𝜀𝛼|𝜆|
1−
|𝛼|
𝑙

|𝛼|≤𝑙

‖ 𝑎𝛼 ∗ [𝐷
[𝛼](𝑄𝜀 + 𝜆)

−1]‖
𝐵(�̃�)

+ ‖𝑑 ∗ (𝑄𝜀 + 𝜆)
−1‖𝐵(�̃�) + ‖𝜆(𝑄𝜀 + 𝜆)

−1‖𝐵(�̃�) ≤ 𝐶. 

From this we get that the assertion (b) is obtained. 
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göstərilişləri üsulu ilə bir  sıra xassələri öyrənilir. Başqa sözlə, bu fəzalarda daxilolma teoremləri və bu fəzalardan 

olan funksiyaların ümumiləşmiş qarışıq törəmələrinin Hölder sinfinə daxil olması isbat olunur. 

ON PROPERTIES FUNCTIONS FROM GRAND GRAND SOBOLEV-MORREY SPACES 

ABSTRACT 

In this paper, a grand grandSobolev-Morrey space is constructed and with the help of the integral represen-

tation method, from the point of view of the embedding theory, some properties of functions defined in n di-

mensional domains satisfying the flexible horn condition were studied from the constructed spaces. In other words, 

the embedding theorem was proved in these spaces and the generalized mixed derivatives of functions from these 

spaces were studied as belonging to the Hölder class. 

 

Введение 

В этой работе сначала построена модификации пространства Лебега-Морри, назы-

ваемые гранд гранд пространства Лебега-Морри и на базе этого пространства построена 

гранд гранд пространства Соболева-Морри. Далее с помощью методом интегрального 

представления функций, определенных в n- мерных областях, удовлетворяющих условию 

гибкого -рога изучены дифференциальные и дифференциально-разностные свойства 

функции из построенных пространств. Этот пространство обозначаем через 

,),0(),,1(,()(),),

nnl

ap pNlGW   ,],1,0[ nRGa  )Gmes . Отметим, что гранд прос-

транства Лебега ,1),()  pGLp  по ограниченному множеству nRG  ввели в 1992 г. T. 

Iwaniec и C.Sbordone[3 ], а в дальнейшем малые пространства Лебега, гранд гранд прос-
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транства Лебега-Морри, гранд пространства Соболева-Морри введена ( различными нор-

мами) и изучены в работах [ 2,5-9,11-14]. Отметим, чтов этой работе доказано, что «по-

казатель гельдровости» больше чем в работах [4,10 ]. 

Пусть G -ограниченная область пространства 0, tRn  для любого nRx положим 
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Определение. Обозначим через )(),), GW l

ap  пространство локально суммируемых на 

G функций f имеющих на G обобщенные производные ),...,2,1( nifD tl   с конечной нор-
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 a
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Отметим ряд свойств пространств )(),), GL ap 
и )(),), GW l

ap 
 

1. При любых ]1,0[),,0(  a имеют место вложения 
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т.е. 
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2. Пространства )(),), GL ap 
и )(),), GW l

ap 
являются полными. 
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Пусть U - открытое множество, содержащееся в области G и будем считать, что GVU  и 

QGxIUUG
TT  ))(()( 

 

Заметим, что если ),...,2,1(0 njjj   , TT
II  то, следовательно GVU   
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( 0 -фиксированное положительное число), ),,...,( 1 n  0j -целые ),...,2,1( nj  , 
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Здесь ,,...,2,1,
2
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
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 njxxxxU j
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
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 1C  и 2C -константы независящие от .,,, T  

Доказательство. Применяя обобщенное неравенство Минковского для любого 

Ux  и maxs 0 имеем 
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где .),(',
),(

,)(),( dyxt
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В силу неравенства Гельдера )( rq   имеем 
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Пусть   -характеристическая функция множества )(S  и ,1  rp rs 
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и применяя неравенства Гельдера  111111
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Из неравенства (1.10-1.14) при qr   получим 
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Подставляя (15) в (9) приходим к (7). Аналогично доказывается неравенство (8). 

Докажем две теоремы о свойствах функций из пространства ).(),), GW l

ap   

Теорема1.Пусть открытое ограниченное множество RG  удовлетворяет условию 
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здесь ,0,0,0 il   ,10  T )(C константа не зависит от f и T. 

Доказательство. В условиях нашей теоремы существует обобщенные производные 

fD . Действительно, если 0i , ,
a







  то 0),(   iil ),...,1( ni  . Поскольку 

)()()( )),), GWGWGWf l

p

l

p

l

ap    ).1( p Тогда для почти каждой точки Gx имеет 

место тождество, полученные О.В. Бесовым [1] 
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С помощью неравенства (20)-(22) получаем неравенство (16). 
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Отсюда следует, что при 0T левая часть неравенства стремится к нулю. Так как 

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f непрерывна на G, сходимость на )(GL  совпадает в данном случае с равномерной и, 

следовательно, предельная функция fD непрерывна на G. Теорема доказана. 
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водная fD удовлетворяет на G условию Гельдера в метрике )(GLq  с показателем , 

точнее  
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GapGq

fCfDG 


  (23) 

где  -любое число, удовлетворяющее неравенствам 
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  (24) 

).,...,1(max);,...,1(min 0

0 njni j   
 

Если 00,   (i=1,2,...,n) 

,)()(),(sup
0

;),),

 


l
GapW

Gx

fCxfDG 


  (25) 

где 0 удовлетворяет тем же условиям, что  , но с заменый   на 0, . 
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ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ            

ДЛЯ ОПЕРАТОРНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
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РЕЗЮМЕ 

В работе получены условия разрешимости одной краевой задачи периодического типа, когда гранич-

ные условия содержат линейный унитарный оператор. Все условия выражены коэффициентами краевых 

задач. Сперва определены некоторые пространства, соответствующие данной краевой задаче. И в этом прос-

транстве оцениваются нормы операторов промежуточных производных. Коэффициенты этих оценок иг-

рают основную роль при получении условия разрешимости данной задачи. 

Ключевые слова: гильбертово пространство, регулярное решение, периодическая задача, краевые ус-

ловия. 

İKINCI TƏRTIB OPERATOR-DIFERENSIAL TƏNLIKLƏR ÜÇÜN BIR SƏRHƏD MƏSƏLƏSI HAQQINDA 

XÜLASƏ 

İşdə ikinci tərtib operator-diferensial tənliklər üçün sərhəd şərtində unitar operator olan periodik tip bir sər-

həd məsələsinin həll olunması şərtləri tapılmışdır. Bütün bu şərtlər sərhəd məsələsinin əmsalları vasitəsilə ifadə 

olunur. Əvvəlcə sərhəd məsələsinə uyğun olan fəza qurulur. Bu fəzada aralıq törəmə operatorları qiymətləndirilir. 

Bu qiymətləndirmələrdə alınan əmsallar verilmiş məsələnin həll olunma şərtlərində əsas rol oynayır. 

Açar sözlər: Hilbert fəzası, requlyar həll, periodik məsələ, sərhəd şərtlər. 

ON A BOUNDARY VALUE PROBLEM ON A FINITE INTERVAL FOR                                                           

OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS OF SECOND ORDER 

ABSTRACT 

In this paper, solvability conditions for a single boundary-value problem of periodic type are obtained, when 

the boundary conditions contain a linear unitary operator. All conditions are expressed by coefficients of boundary 

value problems. First, some spaces corresponding to the given boundary value problem are defined. And in this 

space, the norms of operators of intermediate derivatives are estimated. The coefficients of these estimates play a 

major role in obtaining the solvability condition for this problem. 

Key words: Hilbert space, regular solution, periodic problem, boundary conditions. 

 

 

Пусть H  сепарабельное гильбертово пространство, A - положительно определен-

ный самосопряженный оператор в H , операторы 2
2

1
11 ,  AAAAB  ограниченные в H . 

Рассмотрим краевую задачу 

)()()()(
)(

21
2

2

2

tftuAtuAtuA
dt

tud
 ,  (1) 

1,0),1()0( )()(  kUuu kk ,  (2) 

где )(),( tutf  вектор-функции со значениями в H , определенные в интервале )1,0(  

почти всюду, оператор U  унитарный в пространстве H . 
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Обозначим через ));1,0((2 HL  гильбертово пространство всех вектор-функций со 

значениями в H , причем 

 













 

2/1
1

0

2

));1,0((
)(

2
dttff

HL
. 

Далее определим гильбертово пространство [1] 

 ));1,0((),);1,0((:));1,0(( 2
2

2
2

2 HLuAHLuuHW   

с нормой 











2

));1,0((

22

));1,0(());1,0((
22

2
2 HLHLHW

uAuu . 

Определим следующее пространство 

   1,0,)1()0(),);1,0((:));1,0(( )()(2
2

2
,2  kUuuHWuuHW kk
U

. 

Обозначим через )0( H  шкалу гильбертовых пространств, т.е. )( 
 ADH   и 

),(),( yAxAyx 
  , при 0  считаем, что HH 0

. Из теоремы о следах [1] следует, что 

если ));1,0((2
2 HWu , то 1,0,)1(,)0(

2

1
3

)(

2

1
3

)( 


kHuHu
k

k

k

k
. Далее, известно, что если 

));1,0((2
2 HWu , то 1,0),);1,0((2

)(2  kHLuA kk  и при 

2

3H  ));1,0((2
2 HWe tA   . 

Аналогично определяются пространства );(2 HRL  и );(2
2 HRW , ),( R . 

Определение. Если при любом ));1,0(()( 2 HLtf   существует вектор-функция 

));1,0((2
2 HWu , которая удовлетворяет уравнению (1) почти всюду в интервале )1,0( , 

граничные условия (2) в смысле сходимости 

 1,0,)1()(lim

2

1
2

)()(

0

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ktUutu

k

kk

t

 

и имеет место оценки 

 
));1,0(());1,0(( 2

2
2

HLHW
fconstu  , 

то задача (1),(2) называется регулярно-разрешимой. 

В данной работе мы найдем условия на операторные коэффициенты краевой задачи 

(1),(2), которые обеспечивают регулярно разрешимость задачи (1),(2). Отметим, что 

такие задачи, когда REeU i   ,  исследованы в работах [2,5]. 

Обозначим через 

).);1,0((),()(

),);1,0((),()(

2
,2211

2
,2

2
0

HWutuAtuAuP

HWutuAtuuP

U

U



  

Имеет место следующая 
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Теорема 1. Пусть A - положительно определенный самосопряженный оператор, 

U - унитарный оператор перестоновочен с оператором U , т.е. перестоновочен с его раз-

ложением единицы. Тогда оператор 
0P  изоморфно отображает пространство ));1,0((2

,2 HW U
 

на );(2 HRL  . 

Доказательство. Сперва докажем, что ядро оператора 0P  есть нулевое пространство. 

С этой целью рассмотрим следующее равенство для вектор-функций ));1,0((2
,2 HWu U : 
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Так как при ));1,0((2
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  (4) 

Следовательно, из (3) получаем, что при ));1,0((2
,2 HWu U  имеет неравенство 

2

));1,0((
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));1,0((
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));1,0((
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));1,0((0
2222

2
HLHLHLHL

uAuAuuP  .  (5) 

Если 00 uP , то отсюда следует, что 0u , т.е. ядро оператора 0P  есть нулевое прос-

транство. 

Теперь покажем, что 0P  отображает пространство ));1,0((2
,2 HW U

 на ));1,0((2 HL , т.е. 

уравнение fuP 0  имеет решение при всех ));1,0((2 HLf  . Обозначим, через  




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
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),1,0(),(
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ttf
tf  

и его преобразование Фурье )(ˆ
1 f . Рассмотрим уравнение 
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После преобразования Фурье, имеем: 
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Покажем, что );()( 2
21 HRWtu  . Действительно, 
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следовательно 1x  и 2x . Действительно, 
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Следовательно, ));1,0((2
,2 HWu U . 

Теперь докажем, что оператор 10 PPP   также изоморфный оператор. 
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Тогда из равенства (5) следует, что 
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Учитывая неравенства (7) и(8) в неравенстве (6), получаем, что при любом 
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Теорема доказана. 

Из этой теоремы получаем 

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2. Тогда задача (1),(2) регулярно 

разрешима. 
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